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EXERCICFS 

DE MATHÉMATIQUES, 




1 jet Ouvrage se composera d’une suite d’articles sur les différentes parties des 
sciences mathématiques. Il paraîtra par livraisons qui se succéderont à des 
époques peu éloignées l’une de l’autre. Dans ces articles, on se propose de passer 
en revue les diverses branches d’analyse, d’éclaircir les difficultés qu’elles pré- 
sentent, et d'offrir de nouvelles méthodes, à l’aide desquelles on puisse traiter 
plus facilement des questions déjà résolues, ou résoudre celles qui ne l’étaient 
pas encore. Les principales applications de ces méthodes seront relatives à la 
physique, à la mécanique et à la théorie des «nombres. Parmi les objets qui 
seront traités dans les Exercices, on peut dès à présent indiquer: 

Une formule qui fournit immédiatement une limite de la plus petite différence 
entre les racines d'une équation numérique, sans que l’on soit obligé de recourir 
à l'équation aux carrés des différences ; 

La théorie des moments linéaires , servant à simplifier l’enseignement de la 
mécanique rationnelle; 

Une méthode à l’aide de laquelle on peut intégrer par approximation des 
équations différentielles de forme quelconque, en déterminant les limites des 
erreurs commises: 

Une nouvelle théorie du contact des courbes et des surfaces; 

La théorie des intégrales définies, et la recherche de formules générales qui 
fournissent les valeurs des intégrales définies déjà connues et d’un grand nombre 
d'autres ; 
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La résolution des équations numériques par les intégrales définies ; 

L'intégration des équations aux différences partielles linéaires ou non linéaires; 

Enfin, un nouveau calcul, désigné sous le nom de calcul des résidus, et qui 
sert à sommer la série de Lagrange avec d'autres séries du même genre , ainsi 
qu’l établir des formules nouvelles, relatives soit à la détermination des inté- 
grales définies, soit à la sommation des suites ou à l'évaluation des produits 
composés d’un nombre -infini de facteurs. 

A la dernière livraison de chaque année sera jointe une table des matières. 
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SUR L’ANALYSE 



SECTIONS ANGULAIRES. 



IJepcis quelques temps, les géomètres se sont proposé de résoudre les difficultés que 
peuvent offrir plusieurs formules relatives aux sections angulaires. Ces mêmes difficultés 
se trouvant aussi résolues par les méthodes que j’ai données dans le Traité d’analyse pu- 
blié en i8st , j’ai pensé qu’on ne verrait pas sans intérêt une indication sommaire de ces 
méthodes , et des avantages qu’on peut on retirer. 

Les expressions que l’on rencontre dans la théorie des sections angulaires sont de deux 
espèces. Les unes admettent des valeurs multiples : tels sont les logarithmes et les puis- 
sances fractionnaires des quantités négatives et des expressions imaginaires. D’autres 
n'admettent qu’une seule valeur : tels sont le plus ordinairement les développements en 
séries. Quelquefois , parmi les valeurs multiples qu’une expression présente , on rencontre, 
une valeur particulière qui mérite d’étre remarquée. Il m’a paru nécessaire de distinguer 
dans la notation cette valeur particulière de toutes les autres, afin d’éviter la confusion 
que pourrait introduire dans le calcul l'emploi de la même notation pour des usages 
divers. C’est pour cette raison que j’ai proposé d’entourer de doubles traits ou de doubles 
parenthèses les quantités comprises dans des fonctions qui admettent des valeurs mul- 
tiples; d’indiquer, par exemple, par 

(.) * (( a 4- 4 )) > ou ((. + ê V /-,))'‘ 

l'un quelconque des logarithmes de l'expression imaginaire a-f-6 ÿ~—ï, ou l'une de 
ses puissances fractionnaires du degré n = i * ; et de réserver les notations 

(*) + + 

pour indiquer uu seul de ces logarithmes, ou une seule de ces puissances. Entrons , è ce 
sujet , dans quelques détails. 

Si l’on désigna par r la racine carrée positive de a’-j-i*, et par 6 celui des arcs 
compris entre les limites — * , -+- J , quia pour tangente le rapport ~ , on aura gé- 
néralement , pour des valeurs positives de a , 



DES 
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( * ) 

j J((« + 4 V '=T)) =/(r) + « V^T + /((!)), 

| (( a + b p/_, ))* =r “( cos xC + V/^Isin ^6 )((!))'*; 

tandis qu’on aura, pour des valeurs négatives de a, 

m ( l((« + 4|/^TJ) = /(O + 6p/=7 + /((-i)), 

t CC« -f- * v r =7}) # ‘ = r'*{cos M 5+v/-.siD*») (C-i)) 1 *- 

Or, parmi les valeurs multiples do l ((i )) , il en est une qui mérite d’étre remarquée , 
savoir, la valeur réelle 

l (t)=o, 

qu’il est naturel d'indiquer h l’aide de parenthèses simples. De même, parmi les valeurs 
multiples de ((t)) **, il en existe une qu’il est également naturel d’indiquer à l’aide de 
parenthèses simples , savoir, b valeur réelle 



Cela posé, si l’on convient de réduire ii la fois , dans les deux membres de chacune des 
formules (5) , les parenthèses doubles à des parenthèses simples , on obtiendra les for- 
mules 

f Ha + bÿZ 7) r= l( r)4-5 

( ( a + * V~ x ) l ‘ — rl “(cos>i64- \/~ i sio n 6 ) , 

qui serviront à définir les expressions (a) , mais seulement pour des valeurs positives de 
la constante a. Il est important de remarquer que chacune des équations (5) conti- 
nuera de subsister, si l’on change, dans les deux membres, le signe de p/“-7 • 

Dans le cas où a est négatif, les valeurs des expressions l {( — i)) et (( — com- 
prises dans les seconds membres des formules (4), sont toutes imaginaires, et l’on ne 
voit aucune raison pour appliquer la notation l ( — i) ou (-‘-i)** i> l’une de ces valeurs 
plutôt qu’à l’autre. On doit donc alors abandonner les notations / ( a -J- b p/— ï ) , 
( a -1 -h p/^ï )** , ainsi que les notations l ( — î) et ( — t) M . il y a plus : l’emploi do ces 
notations offrirait un grave inconvénient. En effet, admettons, pour un instant, (a 
notation ( — t)'" comme représentant la plus simple des valeur» de (( — l)) 1 " .savoir , 
l’expression imaginaire cos p/^T si an et supposons que la définition de 

( n -f- é p/— T ) ^ se déduise des formules (4), quand a devient négatif, comme elle sc 
déduisait des formules (3) , quand a était positif. On aura 

( a -+• b p/— i)^ — r 1 * ( cos^Ç + pé^T sin ni ) ( cos V~~* sio m* ) > 

cl celte dernière équation devra subsister en même temps que la seconde des formules (5), 
quand on supposera a— o,ô = — t. Par suite on sera forcé d’admettre à la lois les deux 
équations 
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( — v^— ■) M — cot «r - »in «r, • 

(— = ( co* — + l /~ sin ~) (cosh* + t /~ sin^») , 

dont la première exclut évidemment la seconde. 

Les notations 

/(«4-3^=7). <*4-4 

restreintes , comme on vient de le dire, au cas où a est positif, jouissent d’une propriété 
très-remarquable [Voyez l’Analyse algébrique, chapitre IX, et les 3j.‘ et 58.* Leçons 
de calcul jnfinitésimal. ] Celte propriété consiste en ce que les séries convergentes , qui 

fournissent les développements do <(«4*3) et do {n 4- 4) , quand b’ est inférieur à a’, 

représentent encore les développements de l ( a 4- b \/~> ) et de ( a 4- 4 7) ^ , dans 

le cas où l’on remplace b par 6 Les deux expressions imaginaires 

f (“4*3 (<s4-fcb/=I)* 

sont, parmi les diverses valeurs de <((a4*4|/^7)) » et de ((a-j-4 t/~)) * . les seules 
qui jouissent de cette propriété. De plus , comme on a généralement, en posant ~ = B , 

(6 ) t lia + bÿ—y) =f(a) 4-/(1 4-5 , 

m ) (a + bÿ— ,)» = <,» 

il est clair qu’on peut se contenter d'établir la propriété en question, pour le cas où 
l’on suppose la constante a réduite il l’unité , ainsi que je l’ai fait dans l’Analyse algé- 
brique. 

Je vais maintenant rappeler en peu de mots quelques applications des principes ci- 
dessus exposés , et quelques-unes des formules auxquelles ils conduisent. 

Les équations que l’on rencontre dans l’analyse des sections angulaires, sont de 
deux espèces. Dans quelques-unes d’entre elles , chaque membre a des valeurs mul- 
tiple*. Ce sont les équations les moins précises. Car chaque équation de cette espèce 
indique seulement que l’une des valeurs du premier membre est égale à l’une des va- 
leurs du second. On pe,ut citer comme exemples Tes formules (3) et (4). Dans d’autres 
équations , le second membre îi une valeur déterminée. Alors il n’y aurait nul avantage 
h placer dans le premier membre une expression dont les valeurs seraient multiples. 
Car ce serait indiquer en quelque sorte qu'on ne sait pat quelle est celle des valeurs 
du premier membre qui doit être égalée au second. On sent donc alors la nécessité d’em- 
ployer dans le premier membre UDe notation qui ne puisse s’interpréter que d'une seule 
manière. On remplira aisément celle condition , en adoptant les notations ci-dcssus 
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mentionnées. Ainsi, par* exemple , en désignant par t un arc quelconque, par h une 
quantité quelconque , par : une autre quantité comprise entre les limites — 1 , -f- i , 
enfin par 

. : sin t 

* = arc,an & T+TcôTT 



un arc renfermé entre les limites — ~, on trouvera [ voyei l’Analyse algébrique . » 

pages 2 q 5 et 196, ] 

, , ( 1+ - i ( cos» + \/Zr, sin( ) ■+• — *’ (cos 2 t-f" v/tT sin al) -+■ ••• 

17) j a »• » 

! = [i-f i(cost + i/ZT sint )]* , 

ou , ce qui revient au même , 



1 1 +- î (cos t-+- sin ( ) + — — — * > (cos »t-f- sin at ) 

* t 

=(1 4*a*cost+*’) (cos^x-f- \/~' sin n>) 

On conclut aisément de l'équation (8) ou (g) que la formule connue du binôme , savoir. 



(9) (* + j) M = * M + h* m j -\ 



H (* — 1 ) — * a I 

* J • 

1. 2 




subsiste pour des valeurs quelconques de n , non-seulement dans le cas 0(1 x et y sont 
des quantités réelles dont la première est positive , mais encore dans le cas où x et y 
sont des expressions imaginaires, dont la première a pour partie réelle une quantité po- 
sitive. On établirait avec la même facilité les formules 



(10) /[ i-(-s(cos»-f‘^/rf sint)] — x (cost-f- sint)— — (cos vt+\/TÏ sinn)+etc. 



(11) /(i + axcos t + x’) + ^arctang 
(<’> l(x+y)=t(x) + 



rsin / 

1 +scos 



= x (cost + v'TT sint)-*-etc. 



te. 

2 x* 3 cl 



qui subsistent dans les mêmes hypothèses que les équations (7), (8) et (9) » et dont la 
seconde est la formule (37) [$ a.*] du chapitre IX de l’Analyse algébrique. 

Parmi les formules relatives aux sections angulaires , les géomètres ont remarqué celles 
qui fournissent les développements de cos n s et de sin ut, suivant les paissances ascen- 
dantes ou descendantes de sinx, cos; ou tangx, ainsi que les développements de. 
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puissances desinus et de cosinus , en fonctions des sinus ou cosinus d’arcs multiples. Nous 
nous bornorons à présenter ici qtielqnes réflexions sur chacune de ces formules. 



Soient p une quantité quelconque , et : un arc compris entre les limites — — , + -• 

Les valeurs de cos p c et de sin p* se développeront en fonctions des puissances as- 
cendantes de sin : par les formules 



(.3) 



u* • i * 1 ( u* — A ] 

cos ps =s i —sin *»+ . sin 4 : — etc. 

î.a i. i.3.q 



= COS: [ 1 - 



(**— * 



p( : -.)(p»- 9 ) >in4g _ etc 

1 . 3.3.4 



(•4) 



sin p : =p sin : — s i n 5 î -f- JliüIlZlLiillZâl «n s : — etc. 

i.a.3 1 . a. 3 . 4 . 5 



• u( u’— A ] . 

= cos * [ psin: — : — ■— ^ ■ sm 3 :-4-etc.] , 



(voye* l’Analyse algébrique, pages 548 et 549). ® • dans les formules (iô) et (i4) . on 
remplace : par - — on obtiendra celles qui fournissent les développements de cos pi 
et de sin p: on série* ordonnées suivant les puissances ascendantes de cosz. 

Si l’on voulait développer, suivant les puissances ascendantes de sin s , non plus 
sin;»: et cos mais 



slnp (zzfcna), «l cos pfiiair) , 



n étant un nombre entier quelconque , il suffirait de joindre aox formules (i3) et (i4) 
les deux équations connues 



sin |i(j±nu) = cos pair, siopz sin pair. cos pi , 
cos p( rifcna) — cos par. co*pi 7 sin pas . sin pi. 



11 importe d’ailleurs d’observer que , l'arc : étant supposé compris entre les limites 

— -,4--, 1 — " " représente un arc dont la valeur est entièrement arbitraire. 

1 a 

Si l’on désigne par p une quantité quelconque , et par * on arc compris entra le* 
limites — ^, -(- , les valeurs de cosp* et de smp* se développeront, suivant te* 

puissances ascendantes de la tangente, par les formules 
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. r\ P 0 f*— a . a 

(i5) cosu# = cos r s ^ cos 5» sin a-f-etc. 

— cos^j [ i ïiü — îi lang^s + ctc.] , 



J ... . B B — 1 . B fu - O (b~ *) B 3 . 3 

(ibj sinus = — co* s.sm* — -i— ^ AÇ. cos i.sm «-+-elc. 

1 1.2.3 

B r. (f 4- *) (B“ 2 ) . 3 . . 

= u co* j [ tang s — — - ^ - tang * + ...], 

[foyeï J Analysa algébrique , page *97]. Si la valeur numérique de t était renfermée 
entre les limite* — , I e * séries comprises dans les seconds membres des équations 

(i.i) cl (16) deviendraient divergentes, et n’auraient plus de sommes. 

Les développements connus de cos b s et de sin b a suivant les puissances des- 
cendantes de sin : ou cos ; ne peuvent s’obtenir que dans le cas 0I1 b est un 

nombre entier. Ils se déduisent immédiatement des formules (i3), ( ■ 4) > etc., lorsque, dans 
les séries que renferment les seconds membres , on renverse l’ordre des termes , en écri- 
vant les premiers ceux qui étaient les derniers , et réciproquement. On tirerait avec la 
même facilité des formules (i5) et (16) les développements de cosus et de sin u * 
suivant les puissances descendantes de tang s, en supposant le quantité b réduite 
it un nombre entier. 

Il me reste à parler des formules qui fournissent les développements des puissances 
de cos s et de sin: suivant les cosinus ou sinus des arcs multiples de 2. Dans 

le cas le plus général , ces formules peuvent être déduites de la sommation des séries 



(•7) 



u=cosb* + .“cos (u — a) î-f- cos (b — 4) :4* clc - > 

v — sin b: 4-u ! ' n (f* — *) *-+- ~ ■ sin (b — 4) a ri" etc.. 



qui sont elles-mêmes comprises dans les suivantes 

f {/=cosb •■+•(* y cos (b — 9) a -h a ^ 7*cos (b — 4 ) * -f-etc., 

O») 

I y — sin Bî +•>/»« (B— 9 ) î+ f , • • y fin 4 ) - 4- etc. 
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Observons d’ailleurs que, pour rendre celles-ci convergentes, on doit toujours renfer- 
mer y entre les limites — t , + t . Cela posé, si l’on ajoute la première des for- 
mules ( 1 8) à la seconde multipliée par j/TT , on trouvera 



(. 9 ) u+r\n 



T = e 



— u(u-i) * —4 = 1/“ \ 

+w +i T7 i J' e * +•••/ 



Par conséquent la question se réduit & trouver la somme de la série 

(.fp.,) a — *-\T> 



(to) 



i.fije 



~i 7 a y 



, etc. 



Or, il résulte immédiatement de la formule (7) que celte somme est équivalente, pour 
des valeurs quelconques des quantités p et b 



(•*) 

On aura donc généralement 
(va) 

et par suite 



( — • a *V' 7 IY“ 

. . ( — asv/HNs 

Ü + *V~ = « \*+y* ; 






(» 5 ) 



«+»V /7 



l‘ 1 V rr ' ( — asf/^iNj* 

-1 — t \t+e / • 



Les formules (aa) et (s 5 ) suffisent pour déterminer les quatre quantités U , A' , u,t>. 
Concevons , par exemple , qu’on demande les valeurs de u cl de t> . On posera 

iz= 0 ±nx, 

4 désignant un arc compris entre les limites - , + - . et n un nombre entier quel- 

a a 

conque. O11 auro par suite 



— 2: \fT x — aSV^î 



fssf/ 7 * t*®!^ iiury" 
t = e . » 



et la formule (a 3 ) donnera 
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rtparf/Tï pQÿTi / - a 9 j/m f* ± pi n tt \/Ti / Of/!ï -ép^, 

“ + *’V / ^î’~* « \i +« / — e V« 4 -e 

=(acosO)( I (cos.unjrS: j/T7 sinf*nii) , 

On en conclura 



(*4) h — (acosO)* 4 cos.^nr 



i« = (ïCO 80) - sinix»* 



Les deux équations précédentes peuvent remplacer des formules équivalentes données 
par M. Poinsot , dans ses Recherches sur l'analyse des sections angulaires , ainsi que les 
quatre formules données par M. Poisson , sous les numéros (10) et (t i) , dans le Bulletin 
des sciences de septembre i 8 s 5 . 

Il ne faut pas oublier que les séries comprises dans les formules (17) ne peuvent être 
sommées que dans le cas où elles sont convergentes. Or, c’est ce qui arrivera toujours, 
si la quantité u est positive. En effet , on a généralement . en supposant ï* inférieur 
à I unité, et l’exposant jx positif ou négatif. 







. .. ?(■-!*) (>-h) s i_' elc . 

1.3 * i.3.3 



Or, il est facile de s’assurer 1 .“ que les termes de la série précédente, qui renfermeront 
des paissances de a d’un degré supérieur à la valeur numérique de l’exposant j» , 
seront tous affectés du mémo signe , 2.“ que , si l’on fait converger : vers la limite 1 , 
la série ne cessera pas d’être convergente , quelque petite que soit la différence de ; b 
l’unité. Il est aisé d’en conclure que, pour 2=1 , la série sera convergente ou diver- 
gente suivant que U limite do la somme ( 1 — z ) 14 sera finie ou infinie. Le premier cas 
aura évidemment lien, si n est positif, puisqu’on trouvera , dans cetto hypothèse, 

( 1 — 1 ) ‘ =0 , O# aura donc , pour des valeurs positives de jx , 

, (X IX fl — a.) ixfl-tx) (3-11) 

(af>) 0= 1 — - — • ' — . i-l — . l i. — etc. ; 

■ 1.3 1 . 3.3 

et , puisqu 'alors la série 

(37) , , . ZL ilzii , , etc. 

I 1.2 1 . 2.3 

sera convergente, on pourra en dire autant à fartiori des séries comprises dans les for- 
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— » , on trouverait , 



( 9 ) 

mule» (17). Si l’on supposait au contraire M négatif, et égal à 
en posant s = » , 



, , -» 1 * 

• <— > =(— =ï= 

et par suito, la série (37) , ou 



00 , 



(38) 



I, J±±i2, ±±il4±Ü, etc. 

i i.a t. a. 3 



aérait divergente. Ajoutons que h; terme générai de cette série , savoir 



H) 



’ {'•+* 0 *••* (»+'it - 1 ) 
1. 1. J...n 



croîtra ou décroîtra indéfiniment , pour des valeur» croissantes de » , suivant que l’on 
supposera »>i ou r<i s et d’abord , il est clair que , m > désigne un nombre 
entier supérieur à l'unité , l’oxpression (»q) pourra être présentée sous la forme 



(5o) 



(”-j-. l H n + !> ) ••• (”+>-») . 

1. a. 3 ... (1-1) 



d’où il résulte qu’elle deviendra inGnie pour de» valeurs infinies do n . De plus , si l’on 
fait avec M. Legendre 







—s 

e dx , 



l'eipression (sg) deviendra généralement 

r("+0 ^ 

r(r)r(n+«) : 



et , comme , en désignant par , une quantité dont la valeur numérique décroisse in- 

Vf*'- > 

définimenl avec - , on aura, pour de grandes valeurs de r , 

r +; -r 

r ( , )=(‘+*) r e V'I 1 *)» 

on trouvera par suite 
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(30 



r(>+») 

r(')r(»+i) 



r (0 



(«+>)» 



•T devant converger en même temps que - vers la limite o . Or, il est clair que le 

second membre de l’équation ( 3 1 ) se réduira , pour des valeurs infinies de n , h o, 
ii l’unité, ou à l’infini positif, suivant que l’on supposera ou r>i. 

On pourra donc en dire autant de l’expression (29) j d’où il est aisé de conclure que les 
séries comprises dans les formules (17) seront divergentes pour des valeurs négatives 
de renfermées entre les limites p= — 1 , — - ao , Quant aux valeurs de p 

renfermées entre les limites p=o , p=i , on démontrerait facilement , par des pro- 
cédés semblables h ceux que nous avons employés dans le chapitre 6.* de l’Analyse algé- 
brique , qu’elles rendent ordinairement convergentes les séries comprises dans les for- 
mules (17)- On doit toutefois excepter le cas où l’on supposerait xz = ir. 

Des remarques diverses que nous venons de faire, il résulte que les formules (» 3 ) et 
(?4) doivent être restreintes au cas où la quantité p se trouve renfermée entre les 
limites p = — 1 , 11=00, c’est-ù-dire au cas ou la quantité p -f- 1 est positive. 

Nous nous sommes codtentés , dans cet article, de montrer comment les principes que 
nous avons établis s’appliquent h la sommation des séries. Mais c’est surtout dans le 
calcul iutégral , et particulièrement dans la théorie des intégrales définies que les mêmes 
principes reçoivent de nombreuses et d’utiles applications. On peut consulter, à ce sujet, 
le 19.’ cahier du Journal de l’École royale polytechnique, ainsi qu’un mémoire publié 
tous la date d’août i8»4. et relatif aux intégrales définies prises entre des limites ima- 
ginaires. • 



a 
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SUR UN NOUVEAU GENRE DE CALCUL 



ANALOGUE AU CALCUL INFINITÉ SIN AL. 

v ■ 

. Ï.V.- V. .> i. 





On sait que le calcul différentiel qui a tant contribué aux progrès de l'analyse, est 
fondé sur la considération des coefficients différentiels ou fonctions dérivées. Lorsqu’on 
attribue b une variable indépendante x un accroissement infiniment petit f , une 
fonction f(x) de celle variable reçoit elle-même en général un accroissement infini- 
meut petit dont le premier terme est proportionnel b < , et le coefficient fini de t 
dans l’accroissement de la fonction est ce qu’on nomme le coefficient différentiel. Ce 
coefficient subsiste , quelque soit x , et ne peut s’évanouir constamment que dans le 
cas où la fonction proposée sc réduit à une quantité constante. 11 n'en est pas de même 
d'un autre coefficient dont nous allons parler, et qui est généralement nul, excepté 
pour des valeurs particulières du la variable x . Si , après avoir cherché les valeurs 
de x qui rendent la fonction f(x) infinie, on ajoute à l'une de ces valeurs, dé- 
signée par x, , la quantité inGniment petite « , puis, que l’on développe f{x,+i) 
suivant les puissances ascendantes de la mémo quantité , les premiers termes du déve- 
loppement renfermeront des puissances négatives de « , et l’un d’eux sera le produit 

de - par un coefficient fini , que nous appellerons le résidu de la fonction f[x) re- 
latif h la valeur particulière x, do la variable x . Les résidus do cette espèce sc 
présentent naturellement dans plusieurs branches do l'analyse algébqjquect de l’analyse 
infinitésimale. Leur considération fournit des méthodes simples et d’un usage facile, qui 
s appliquent b un grand nombre de questions diverses et des formules nouvelles qui 
paraissent mériter l'attention des géomètres. Ainsi, par exemple, on déduit immédiate- 
ment du calcul des résidus la formule d’interpolation de Lagrange , la décomposition 
des fractions rationnelles dans le cas des racines égales ou inégales, des formules géné- 
rales propres b déterminer les valeurs des intégrales définies , la sommation d’une mul- 
titude de séries et particulièrement do séries périodiques, l’intégration des équations li- 
néaires aux différences finies ou infiniment petites et à coefficients constants, avec ou 
sans dernier terme variable , la série de Lagrange et d’autres séries du même genre , la 
résolution des équations algébriques ou transcendantes, etc. ... 
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La recherche des résidu» d’une fonction /(x) s'effectue d’ordinaire avec beaucoup 
de facilité. En effet . soit toujours x. l'une des valeurs de x qui rendent cette 
fonction infinie . c'est-à-dire l’une des racine» de l'équation 

(•) • fk = °- 



La valeur du produit (x— x,)f{x) , correspondante à x—x, , se présentera sous 
une forme indéterminée. Mais en réalité , elle sera très-souvent une quantité finie. Adop- 
tons d’abord cette hypothèse , et faisons • 



(*) 

On tirera de l’équation (a) 

(*) 



(x— x.)/(x)=f(x) . 



/(*) 



f(«) 



et par suite 

( 4 ) 



/(*. + *) — 



I 



f(x,) + f'(*.+«*) . 



8 désignant un nombre inférieur à l’unité. Par conséquent le résidu de la fonction 
f(x) . relatif à la valeur x=x, . sera la quantité finie 

( 5 ) *(»■) • 

ou , en d'autres termes , la valeur du produit 

(6) »/(».+•) 

correspondante îi , = o . Dans le cas que nous venons de considérer, l’équation (i) 
est censée n’admettre qu’une soûle racine égale à x, . 

On dit que l’équation (i) admet m racines égales à x, , m désignant un nombre 
entier quelconque, lorsque le produit (x-x, )*/(*) obtient, pour x=æ, , une 

valeur finie différente de zéro. Soit , dans celte dernière hypothèse. 



(-) (x— x J )-/(*)= f (*) 

f ( x, ) sera une quantité finie , et l’on aura 



( 8 ) 
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✓ 



( >3 ) 



puis l’on en conclura , en posant *=x,-|-« , 



(0) 



/(*. + #) = 



f(*.+0 




f(*.)+ 



■ f'(g.) 

«”•■ I 



+•. 




fi-‘l(g.) 
I.a.3... (m-i) 



r m {& ,-f-Q e) 
1 . 9 . 3... m) ’ 



6 désignant toujours un nombre inférieur à l’unité. Donc le résidu de la fonction 
f(x) , relatif à la Pâleur x=x, , sera la quantité finie 



( 10 ) 



**—»(*.) 
1.3.3... (m-i) ’ 



ou, en d’autres terme», ce que devient l’expression 



(>■) 



» d— ’[«-/( j, + >)] 

i . a. 3... ( m - i ) 



lorsqu’on pose , après les différentiations , i =o . • 

Pour abréger le discours, nous appellerons résidu intégral de la fonction f{x) la 
somme des résidus de cette fonction relatifs aux diverses racines réelles ou imaginaires 
de l’équation (i) , et résidu intégral pris entre des limites données la somme des ré- 
sidus correspondants h des racines dans lesquelles les parties réelles et les coeiCcients 
de \/~ ne devront pas dépasser certaines limites. L 'extraction des résidus sera l’opé- 
ration par laquelle nous les déduirons de la fonction proposée. Nous indiquerons cette 
extraction h l’aide de la lettre initiale £, q u < sera considérée comme une nouvelle 

caractéristique, et, pour exprimer le résidu intégral de f[x) , nous placerons la lettre 
£ devant la fonction entourée de doubles parenthèses , ainsi qu’il suit 



(>*) 




l ((/(») )) • 



4 





qipj< xfcj i J* , OljpMR’ !HUJjC 

Dans la notation (î *) , les doubles parenthèses , dont nous avons précédemment fait 
usage pour exprimer les valeurs multiples des fonctions [voyet la page i], serviront è 
rappeler la multiplicité des valeurs que l’on deva en général attribuer successivement, 
non plus à la fonction donnée , mais & la variable ellé-mêmc. Lorsque la fonction '/(*) 
se présentera sous 1a forme fractionnaire 

3 
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(i3) 



( »4 ) 

/<*>=££• 



et que nous voudrons indiquer la somme des résidus relatifs aux racines de I équation 



(>4) 

nous écrirons 

(.5) 



F (x) — o , 

r f (*) 

^ (( F('*) )) ’ 



appliquant ainsi les doubles parenthèses à la seole fonctiop F (x) * . Au contraire 
la notation 

,,, /«IM» 

(t6) <-> fr(*) 

représentera la somme des résidus de /(x) , relatifs aux seules racines de l’équation 

(■ 7 ) 

De même*, si l’on suppose 



(t8) 

les deux notations 

('9) 



f(») ’ 

F (*) — t (*) ■ x(®) • 



f(x) 



«*) 



((?(») ))x(*> ’ 



*(*)((x(«))> 



exprimeront, la première, la somme de* résidus correspondants aux racines de ç(x) = o , 
et la seconde, la somme des résidus qui correspondent aux racines de x( x ) = 0 » 
ensorle qu’on aura généralement 



(ao) 



f(*) r f ( J > 

((»(*) -x(*) )j " 



((»(•) ))*(*) 



+ £ 



ft«) 



»(*) ((x(*) )) 



De. même encore , si l’on suppose 

(ai) f(x)= f (x). x (x). 



• Roui arocii ici proGtt, pour rendre lu notations plo» simple» , de qvelqne» obsarreli*»* t<*i uot t!f 
faite» par M. Oftrogradikjr. 
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on obtiendra l’équation 



( a.) i «jwmw +< r tifLw . n , 



dans laquelle les deux termes du second membre représenteront, le premier, la somme 
des résidus de f{x) , relatifs aux racines de — ' . =o, elle second, la somme 

= o. Si l’on fait, en particulier, x(æ)=æ — x, , 



des résidus relatifs aux racines de 



X(*> 



la seconde des notations (19) se trodvera réduite & 



(* 5 ) 



JteL 



((*-*• ))»(•*) ’ 



et représentera le résidu partiel relatif k une seule des racines do l’équation (t). De 
plus , comme on aura dans cette hypothèse 

M- *(*-«. )/(*), 

il est clair que le résidu correspondant k la valeur a = x, pourra encore être exprimé 
par la notation 



(* 4 ) 



0 ((*-*.)) 



ce que l’on pouvait conclure directement des conventions adoptées. EnGn, si nous 
voulons indiquer la somme des résidus de f[x) , relatifs à colles des racines de l’é- 
quation fi ) , dans lesquels les parties réelles demeurent comprises entre deux limites 
données x „ , X , et les coefficients de l/T entre deux autres limites y, , Y, nous 
emploierons fa notation ' * 



(•*) 



X Y 

l /((*)) 

x a y . 



Ainsi , par exemple , si l'équation (1) n'a que des racines imaginaires , 

(* 6 ) 



* £*((/(*))> 
90 O 
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représentera la somme des résidas relatifs aux racines dans lesquelles le coefficient du 
l/T sera positif. 

Ces diserte» consentions étant admises , on aura évidemment 



(*7) 



° ((*-*.)) 



-f(*.) 



(•«) 



r f(*) f ■■»(*■) 

(((*-*.)" )) i.a.3... (m- i) ’ 



■c, désignant une valeur particulière de x , pour laquelle la fonction f(x) ou 
f ** ''(x) conserve une valeur finie. On trouvera encore, si l’équation (i) n'a qu’une 
seule racine égale .‘i x, , 



( 2 9) 



/ (■*-*,)/(•*) 
((*-«,)) 






et , si l'équation (l) fournit m racines égales à x, , 



r (*-*■)/(*) » rf *"‘ [•“/(**+»)] 

C ' ((*-*,)) i. a. 3.. (m- i ) d,~ ' 



« devant être réduit à zéro , lorsqu'on aura effectué les différentiations. Si la fonction 

• • f f x ) 

/(x) se présente sous la forme fractionnaire ----- , et que x, soit une racine de 
l’équation F(x)=o, on aura 



F (*■ + •) — iF'(x, + 6t) * 

• , 

; désignant un nombre inférieur à l’unité. Donc alors la valeur du produit ■ /(x, +< ) , 
correspondante à « = o , sera 

f(«.) 

F'(x,) 

ut la formule ( 39 ) donnera 



(5i) 



r (*-«.)/(*) _ f(x,) 

° ((X-*,)) _ F'(x.) • 
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( *7 ) 

Enfin , ti J’on nomme a une quantité comprise entre les limites x 0 , X , et b une 
quantité comprise entre les limites y, , Y , on aura généralement 

{3») X l ((/(*) )) = *1 Y ((/(*) ))+ X l ((/(*) )) . 

y « r» « jo 



et 

X Y X f> X Y 

( 33 ) l ((/(*))) = l ((/(*))) + i ((/(*)))• 

». Jf. z„ y □ • *o * 

M - 

Pour que ces dernières formules s’étendenPè toutes les hypothèses que l’on peut faire 
sur les valeurs des quantités a , b , x, , X , y, , Y , il suffit de concevoir que , dans 
le résidu intégral représenté par la notation (s5) , on réduit chaque résidu partiel h 
la moitié de sa valeur, toutes les fois qu’il correspond à une racine dans laquelle la 
partie réelle coïncide avec une des limites tr, , X,' ou le coefficient de l/T avec l'anc 
des limites y, , Y ; et au quart de celte même valeur, toutes les fois que les deux 
conditions sont remplies. Cela posé , si l’équation (t) a des racines réelles et des racines 
imaginaires , la notation (s6) représentera évidemment la demi-somme des résidus re- 
latifs aux racines réelles, augmentée de la somme des résidus correspondants aux racines 
imaginaires dans lesquelles te coefficient à* y/TT est positif. 

Concevons présentement que l'on remplace la fonction /(x) par la somme de 
plusieurs fonctions ?(x) , x(x) , etc... On établira sans difficulté les formules 



(54) £((*(*) +xto +..))=£ ((*(*»)+ L ((*(*))) + etc., 



X Y X Y X Y 

(35) l ((»(») + x (*)+••)) = L ((»(*)))+ £ ((x(*)))+«‘c. 



*. y 

On trouvera de même 



J . 



*• y. 



(36) 



r »(»)-t-x(*)+-- _ / »(») , r. x(*) , .... 

((*(*))) “ ,((F<«))) +C ' ((?(*))) +etC " 

etc... 



Soit de plus une fonction des deux Tariables indépendantes x,t ; et sup- 

posons que l’équation 



i 
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( »* ) 



(37) 



/(*>*) 



= o , 



résolue par rapport à x , fournisse des racines indépendantes de la variable ; . Si 
l'on désigne par x, Tune de ces racines, il est clair que 4e résidu de la fonction dé- 
rivée 



dx 



correspondant & x=x, , ne différera pas de la dérivée relative h z du résidu de 
la fonction f(x,z) . Car ces deux quantités se réduiront l’une et l'autre au cocflü- * 
cient du rapport _ . . 

» 

dans le développement de l’expression 

/(*,- J-i, *+«') 

suivant les puissances ascendantes des accroissements t , • Celte remarque pouvant 

s’étendre aux diverses racines de l’équation ( 67 ) , que l’on suppose indépendantes de la 
variable a , on en conclura 



(38) 

Soit maintenant 

(3g) 



£ ^ </•(«.*) jj _ ''£((/(*»=) )) 



s. désignant une valeur particulière de z . On aura, par suite, 

» 



< 4 «) 



F>,s), 



puis , en intégrant les deux membres de l’équation (38) b partir de z — z„, on trouvera 
(4«) J* £ (( F(*.*) )) <** = F(x,:)dr|j . 



r 
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( '9 ) 



On établirait pareillement les formules 

(4*) 



d X ^ ((/(*,*))) 

y, 



dz 



<um) 



et 



(43) 



/'Va f (*,.)»*.= v (/ r f (*,*)*)). 

U x. y. a. y. \\t/ // 



les deux intégrales relatives à z étant prises entre les mêmes limites. Il résulte évi- 
demment de ces diverses formules que l’on peut différencier et intégrer sous le signe C, 

aussi bien que sous le signe J' , 

Si, dans la formule (9), on remplace , par x — x, , et f ^ ^3^"^ par +(*) , 
on trouvera 

« 4 > S(‘)=t£ ! r 



f(x,) I f'(a,) » fÇa.) 

(x-X,) m 1 1. I (x-*,)""’ 



+••• 4 - 






1.3.3.. (m-i) x-x. 



+ + (*). 



La fonction <|<(x) , comprise dans cette dernière formule, acquerra généralement 
pour x=x, , une valeur finie, savoir 

(45) £“*(*■) . 

* i.s.3...m 



De plus, <ft tirera de l’équation (a8) , en y remplaçant m par ra + i , et la lettre x 
par la lettre z , 

,, 6 > - r f(t} 

’ I.a. 3 ..m — 0 (( (z-a, )•»•)) 

Cela posé , on aura 
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( »o ) 

.. . f(s.) , t r(*,) , 1 (•(*■) , , » r->(x.) 

W7) "** ï (x-Xi)“ 1 i.a (*-*,)“ 1 i.a.5...(m-i) x-x, 

. r no ■ r f (o ■ , 1 r f (0 

— (x-x, )“ ^ (( = -*.)) + (*-x,)“ - C (( )) °(( (*-*.)”)) 

= £ r— r {(»-«,) — + (*-*.)(*-*, 

(J-i, " (( ) I 



f 

"= L 



f(0 



(x-x,)"-(t-x,)" 






= t- 



»(«) 



i y (î-x,)~f(0 

TZ ^ t T rt t . _ •, ni 



(x-r)(( (*-*,)-)) (x-x,)- (±-r) (((*-*.)”)) 

D’ailleurs la notation 

r (r-x.)-f(r) _ .r (»-x,) f(Q 

‘-'(x-ï) (( (t-x,)“)) — ^ 



représente le résidu de la fonction 

(48) 



f(*) 



relatifs z=x, ; et, comme ce résida est évidemment nul, attendu que la fonction 
(48^ conserve pour z—x, une valeur finie , savoir , 

f(«.) , 

x ■ x, 

nous pouvons conclure que l’on a généralement 

r(x.) , i r(x,) , » H*.), j , » f* "(•«•■) 

(X-X.F + • (x-x.)*- 1 * r »•* " i.a.3... (m-i) 






(4‘t) 



= L 



f(») 



(x-î) (((s-x,)“ )) 



On peut vérifier directement l’équation (4g) , en observant que le second membre de celle 
équation représente la valeur de l’expression 

«-( 34 ) 



(5o) 



i.a.3... (m-i) dz 
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( al ) 

correspondante à z—x , . Comme on a d'autre part 

f («) = (,-*. )"/(*) , ’ 

le second membre de l'équation (4g) pourra être réduit à 

r (î-j, )”/(;) 

l«-J (( ( = -*,)“)) ’ 

ou même b 

r (---*■)/(;) 

< "(*-*) ((*-*,)) ■ 

Par suite , l'équation (44) donnera 



(5t) 



/(*)-£ 



(s-s.)f(z) 

(*-*)((*-*,)) 



=+(*) • 



Il résulte de celte dernière que, pour déduire de la fonction J'(x) , qui devient 
infinie lorsqu’on suppose x — x, , une autre fonction qui conserve, dans la même 
hypothèse, une valeur finie, il suffit de retrancher de* J~(x) une somme de fractions 
rationnelles équivalente h l’expression 



(5s) 



f {i-x, )/(:) 

^ (*-î) ((*-*,)) * 



c'est-à-dire , le résidu de la fonction 

(53) 

relatif à z =zx, . 



SU) 






Concevons maintenant que l’on veuille déduire de la fonction f{x) une autre 
fonction qui ne devienne jamais infinie pour aucune des valeurs particulières x=x, , 
x , etc. U suffira évidemment de retrancher de f{x) la somme des résidus de 
la fonction (55) correspondants aux valeurs s—x, , î = x, ... , c’cst-à-diro le résidu 
intégral représenté par la notation 



(54) 

Donc , si l’on pose 

(55) 



r ((/(--) )) e 

x-s 






4 
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ia fonction «(x) conservera une valeur finie pour x — x, , x — x, , etc..., et par 
conséquent pour toutes les valeurs finies réelles ou imaginaires de la variable x . 

Dans le cas particulier oii f{x) désigne une fraction rationnelle , «(x) ne 
peut être qu'une fraction de même espèce , dont le dénominateur ne doit jamais 
s’évanonir, et par conséquent une fraction dont le dénominateur est constant, ou en 
d’autres termes, une fonction entière de x . Cela posé, soit 



(50) 



/(*) 



_f(«) 

r *'(*) ’ 



f(x) et F (x) désignant deux fonctions entières. Si le degré de la seconde sur- 
passe le degré de la première, la fonction /(x) s’évanouira pour des valeurs infinies 
de x , et l’on ‘pourra en dire autant des deux membres do l’équation (55), d’où 
l’on conclura que la fonction entière ®(x) sc réduit à zéro. On aura donc , dans cette 
hypothèse , 



(»7) 



/(*> = 



r «/!*>)) 

s- — • 



La formule (5y) fournil le moyen de décomposer dans tous les cas possibles la fraction 
rationnelle f(x) en fractions «impies. 

Concevons, pour fixer les idées, que l’on veuille décomposer en fractions simples la 
fraction rationnelle 



On tirera de la formule (5y) 



(s-i)'(*+'l 



(58) 



L 



(«-NK*-')’ w (*-*) (((*+>)(*-»)’)) 

+ 1 



= 1 



(*-*)(*+.)■((*+■» 



(*-*)(*+») (( (--')’)) ' 



D'ailleurs, si Fon désigne par t une quantité infiniment petite , on aura , en vertu des 
formules (* 7 ) et (3o) , • 

• f 1 11 

C (*-*)(*-!)■((.+ .)) ~~ 4 ’ 

et 

rf ! 

p J (a+»)(x-l-«) 1 1 , i_ 1 

^ (*-*)(*+')(( (*-*)*)) _ d* _ (»+•)* *“l** *+*(*-«-«)• 

4 *-l a (*-l)» ‘ 
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On trouvera dune 

(x-f-i )(*-*)’ — 4 *+i 4 *-i -+ ’ a (*-»)' * ' 

ce qui est exact. 

' f(x) . , 

Si, dans la formule (57) , on remplace f(x) par y y - , et si I 011 suppose 

(6o) F (x) — (æ — x,)(a: — *,)...(* — a^) , 



in étant un nombre entier quelconque , on trouvera 

f(x) p f(t) ' 

^ ^ (r-Ji } *»• (s*r B ) (( (s-a:, ) ( *-ar, ) ... ( i-a'ni) )) x~z 

r no i_ 1 1 r r («) • ■ 

C ((t-x,))(j-x,)...(2-x,.) x-z ^ (z-x, ){*-*,)• ..((:-x.)} x-j 



f( J.) , , f(a«) i__ 

( X, - X, J . . . (a, - Xu,) X-X t (x*- X, ) .. . (Xm “ Xni-,) X - -X ni 



et par suite 

16.) f(*) = 



(x*X, ) ... ( X-X*) 
(*,-*,) ... (x,-x„) 



f(*i ) +••• + 



(j-X,)... (x-X,,,,) 
(x„-x,)...(x rt -x«.) ' 



Cette dernière équation est la formule d’interpolation de Lagrange. 

Si , après avoir multiplié par x les deux membres de l’équation {57) , on attribue 
h la variable x une valeur infinie , et si l’on désigne par ,f la valeur correspondante 
du produit x f[x) , on obtiendra successivement les deux formules 



et 

(63) 



*/(*) = 



£ «/<*>)) 



*= i ((/(*) )) • 



Si la quantité $ s’évanouit , on aura simplement 

( 64 ) £((/<*))) = ». 

Cette dernière formule subsiste toutes les fois que , dans la fraction rationnelle désignée 
par f(x) , la différence entre le degré du dénominateur et celui du numérateur de- 
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'icnl supérieure à l'unité. Elle coïncide avec une équation établie dans le Journal de 
l’ École polytechnique [ voyez la page 5oo d#i8.' cahier]. Si l’on y remplace f(x) 

par - — , elle subsistera, dans le cas même où la différence ci-dessus mentionnée 

S - X 

se réduirait à l'unité. On aura donc alors 

<“> ’ £({«))■*•>-£ “g*-. 

et l'on se trouvera ainsi ramené à l’équation (5;). 

* Si. dans les formules (63) et (64) , on pose 

f( X ) (x-X,) ... (X-Xm) ’ 

on eu conclura que la somme 

(66) : h : h + ±ü 

(x,-x,)...(x 1 -x Bl ) (x^-x,),.. (x.-x.) (x*-X,)...(X lll -X m ,) 

est équivalente il zéro, lorsqu’on a n<m~i , et i» l’unité lorsqu'on a n=m-i ; 
ce quo l’on savait déjà. 

Les équations (5y) , (63) et (64) , que nous avous établies , en supposant la fonction 
/(. r) réduite à une fraction rationnelle, subsistent encore dans beaucoup d’autres 
hypothèses. C’est ce que nous ferons voir dans de nouveaux articles , dans lesquels nous 
exposerons .successivement les principales applications du calcul des résidus. 
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SUR LES FORMULES 

DE TAYLOR ET DE MACLAURIN. 



Ou prouve facilement que , dans le cas où la fraction 



(•) 

s'évanouit pour h 

(*) 



O 



/(*) 

h •“ ' 

J'on a 



* (*) = 



j. a. 3. 



# («*) 



0 désignant un nombre inconnu , mois inférieur à l’unité (*). Or, l’équation (9), à . 
l'aiile de laquelle on peut établir directement la théorie des maxima ou mini ma et 

fixer les valeurs des fractions qui se présentent sous la forme - , conduit aussi très- 

simplement h la série de Taylor et b la détermination du reste qui doit compléter cette 
série. En effet, on tirera successivement de l’équation (9), 



1.* en posant — f[x) , et n=t , 

(3) /(*+*)-/(*)= -f /'(«+•*) ; 

puis , en posant f'(x-{-li)=f'( l x) + H, , 

„ _ /{»+*)-/(*) -*/'(*) 

" ~ h 

s." en posant /(A) =/(*+*)—/(«) —hf'(x), et n = 9 , 

• «» 

W) /(•+*)—/(.)—*/»•« JLf’(x+ 9 h) ; 

puis , en posant f‘(x + *h)=f(tc) 4.//, , 



(*) Voyez , dam le fietnmc dot leçon* données à l'École royale polytechnique tur U calcul infinitésimal , U foc - 
m«le (7} de l'addition , page 1G4. Cette formule comprend, comme cm particulier , l'équation (a). 



♦ 



5 



* 
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( *6 ) 



5.* en posant -f(k) =/(*+*) -/(«O -*/'(*)- £■/'(*> • e ‘ n = 3 ' 

(5) /(*+*)-/(«•)—*/'(»)— TT/'^> 3= 7iT / '''’ (a!+a ‘ ) : 

puis, en posant f"'(x-\-lh)z=f"'(x) + lh . 



//>-= 



/(»+*)-/(») -*/'W - T7/' (a,) - ZZï r ’ (x) 



i,*.3 " s A s 

Kn continuant de la même manière, et observant que les quantités 

//, , — //, , — -ht • elc 

1.3 1 . 3.0 

s’évanonissenl toutes avec h , on établira généralement 1 équation 

(S) /ws-rw-vw-z-w sSciZ-w-^r /•('+«>. 

OU • ■ I A" 

(7) /(,+*)=/(*)+ M+— / w <*+«‘>- 

Si l’on y remplace x par o , et li par x , on trouvera 

(8) /(*)=/( o) + ^/'{°) + ^/'( 0 ) + -"+ (».!)/' ' 1 ' J 

Il suit do la formule ( 7 ) que la fonction /(•+*) peut être considérée comme 
composée d’une fonction entière de h savoir , 

(9) /(•>+*/'(«)+lX’™ ’ 

■/»(* + •' *) • 



et d’un reste, savoir, 
(.o) 



I. 3.3...0 



Lorsque ce reste devient i nf iBin w ob pe ti l . pour de» valeurs infiniment grandes du ni mbit 
on peut affirmer que la série 



(«•) 



•/tas') . '•/'(*) . —fW" 
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( »? ) 

est convergente, et quelle a pour somme /"(æ-f-A) . Donc alors on peut écrire l’é- 
quation 

J'») /(*+*)=/(*) + */'(*)+-“/'(*) + «te 



qui est précisément la formule de Taylor. Do même, si le reste 



(■5) 



■ y 1 ’ 1 (Ose) 



devient infiniment petit pour dos valeurs infinies de n , l’équation (8) entraînera U 
suivante 



(>4) 



/(®)=/(o) + f/'(o)-|-^ : /*(o)+etc 



qui est précisément la formule de Maclaurin. 

Il est souvent utile de substituer aux expressions ( 10 ) et (iô) d’autres expressious 
équivalentes. On peut y parvenir comme il suit. 

Désignons par f[s) ce que devient le premier membre de l’équation (6) quand ou 
y remplace h par h — t et x pur ï+î , ou , en d’autres termes, le reste 
qu’on obtient quand on développe f[x-\-h.) suivant les puissances ascendantes et 
entières de h — i , et que l’on s’arrête & la puissance du degré n — i i en sorte 
qu'on ait 

(.5) + + + 

s ( o ) représentera la valeur commune de chacun des membres de l’équation (6). De 
plus, eu différenciant par rapporté : la formule (t5), on trouvera 



<“» •'<*>=— ri££V* l <*+*> • 

et l’on en conclura 

»(»)-»(<>) (»-<*)-■ 



(-7) 



A i.a.3... (n-t) 

ou, parce que p(A) se réduit évidemment b zéro , 

(A-OA)- 



/>•>(«+•*) , 



ii 8) 



♦ (») 



1.1.3... (n-i) 






La valeur précédente de i(o) n’est autre chose que lo reste de la série de Taylor, 



i 
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( »8 ) 

présou U: sous une nouvelle forme. Si, dans ce reste, on remplace x par o , et h 
par x , on obtiendra le reste de la série de Maclaurin sous la forme suivante : 



(> 9 ) 



« /"(»«) 

I.ïi3... (n-i) J ' ' 



11 suflit, dans plusieurs cas, de substituer ce dernier prodoit b l’expression (l 5 ), pour 
établir In formule ( s 4 )- Supposons, par exemple , 

(*o) /(x) = (i+x) f ‘ 

u désignant une constante réelle. Les expressions (i 5 ) et (19) deviendront respecti- 
vement 



p(p-.)...(p-n+s) 

i.x.3...n v ' 



(21) 
et 

(*2) . ‘‘fr.:’) . 

i.a,o...(n-i) 

«C.eia posé, on prouvera facilement, i.* b l’aide de l’expression (21), que l'équation 

<r ^ 



( 2 . 1 ) 






subsiste quand la valeur numérique du rapport 

(* 4 ) 



1 + 0.T 



est inftrieurc h l’uuité; 2.* à l’aide de l’expression (29) , que I équation (i 5 ) subsiste 
quand le produit 

1-® 

(90) • x — — — 

est compris entre les limites — i et i. Par suite, il suffira d’employer l’expression 
(21) pour établir la formule (20) entre les limites * = o , £C=i . Mais il faudra 
recourir à l’expression (22) , si l’on veut étendre la même formule à toutes les valeurs 
de x comprises entre les limites x — — l,* = +l. 

a 
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SUE LÀ RÉSULTANTE 

ET LES PROJECTIONS DE PLUSIEURS FORCES 



APPLIQUÉES A UN SEUL POINT. 

t 



Si l’on suppose b l'ordinaire une force représentée par une longueur portée & partir 
de son point d'application sur la droite suivant laquelle elle agit , la résultante R de 
deux forces P,Q simultanément appliquées h un point matériel {A) , sera repré 
sentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme construit sur 
ces deux forces. Celte proposition b déjà été démontrée de plusieurs manières. Mais, 
parmi les démonstrations qu’on en a données , les unes exigent que l'on considère de 
nouveaux points matériels liés au point (/-f) par des droites rigides et invariables. 
D’autres sont fondées sur l’emploi du calcul différentiel ou des fonctions dérivées. D’autres - 
enfin sont déduites des relations qui existent entre les cosinus de certains angles. Je vais 
ici démontrer la même proposition , sans recourir h cos considérations diverses; et, pour 
y parvenir, j’établirai successivement plusieurs lémures que l'on peut énoncer comme 
il suit. 

I.orame 1." Si Con désigne par R la résultante des deux forces P,Q simulta- 
nément appliquées au point ( A ) , et par x un nombre quelconque , la résultante 
ite deux forcée égales aux produits Px , Qx , et dirigées suivant les memes droite* 
que les forces P,Q, sera représentée par le produit Rx , et dirigée suivant la 
mtime droite que la force R . 

Démonstration. Soit d’abord *=-^ , mets désignant deux nombres entiers 
quelconques. On aura 

P U 

Px—m — , Qx = m — . 



D’ailleurs on pourra considérer la composante P , ou m — , comme produite par 

P O 

l'addition de plusieurs forces égales b — , et la composante Q , on m— , comme 
produite par l’addition d'autant de force* égales b . Il est aisé d’en conclure que la 



•4 



— Digfeedby-Google 



( So ) 

résultante des forces P,Q et 1« résultante (les forces Px,(jy seront produites l'une 

p a 

et l’autre pur l'addition de plusieurs forces taules ù la résultante de — et de . De 

«n 

plut il est clair que les deux premières résultantes surent U la dernière comme les nombre. » 
m et n sont à l'unité. Doue la seconde résultante sera équivalente à la première multi- 
pliée par le rapport — =x , c’esl-à-dire au produit Rx. 

x 

Supposous en second lieu que le nombre * soit irrationnel. Alors on pourra faire 
varier les nombres entiers m et n de manière que la fraction — converge vers lu 

limite x ; et il est clair que dans ce cas la résultante des forces , — — , toujours 

n n 

in 11 

dirigée suivant lu même droite , et toujours égale & , tondra do plus en plus à se 

n 

confondre , en grandeur et en direction , avec 1* résultante des forces Px.Qx. Donc 
celle dernière résultante sera dirigée suivant la même droite que la force H , et elle 

aura pour mesure la limite du produit •^5 , c’est-à-dire le produit Itx. 



Corollaire. Si l'on désigne par la notation [P, (J) l’angle compris entre I* dircc- 

(ions des deux forces P et (J , {P , II) , {Q , H) seront les angle* compris ealre le» 
directions des composantes P.Q et de leur résultante if. Cela posé, si l’on fait 

P Q 

successivement Rx = P , Rx=Q , ou , ce qui revient au même x^= — , *= — , 

R R 

on conclura du Icmme précédent, i .* que la force P peut être remplacée par deux 

p. pn -- — 

composantes — - et , qui forment avec clic des angles égaux à (P ,11) été (Q , Jl ), 

' Q 1 ■ PQ 

a.* que la force Q peut être Remplacée par deux composantes — et — — - , qui forment 



avec elle les angles [Q , II) et (P, if) . 

Lctnine e. Ixt résultante R de deux forces P, (J qui se coupent à unghet droits , 
cil représentée en grandeur par la diagonale du rectangle construit sur Us deux compo- 
santes , ensorte qu’on a 

(,) i?’ = P’ + Q- 

Démonstration. Concevons que l’on remplace la force P par les deux composantes 

P' PQ 

ci-dessus mentionnées , c’est-à-dire par deux forces — et ^ , qui forment avec elle 
les angles (P, II) et ( Q,R ). Concevons de même que l’on remplace la force Q pur 
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t- 



0t PQ # 

deux coi» posantes ol — — , qui forment avec elle les impies ( Q , Il ) cl (P, II). 

Il II 

f» ç> 

On pourra supposer que les forces — , — seronl dirigées suivant la même droite que 

PQ 

la résultante II , et alors les deux forces équivalentes à ■ - formeront chacune avec 

la direction de fi un angle égal h ( P , (J ) . Donc elles formeront enlrc elles un angle 

égal au double de St( P, Q) . Donc, puisque l’angle (P,Q) est droit par hypothèse , 

.PO * 

les forces équivalentes h seront égales, mais directement opposées. Par consé- 

pi Q, 

qucnl elles se feront équilibre , et les forces — , 6 - , dirigées suivant la même droite, 

a /i 

pourront remplacer îi elles seules les forces P, Q , ou leur résultante U . On aura 
donc l'équation 

P' O' 

* II — -— 4-i- 

H ’ 



de laquelle on déduit immédiatement la formule (i). 

Cette démonstration est due h l’auteur de la mécanique céleste. 

Lcmtne 5. J A résultant?. R ils deux forc.ct P , Q qui te coupent à angle* droits 
c*t représentée, non-seulement en grandeur, ainsi qu'on t'a prouvé ci-dessu* , mais 
i ncore en direction par la diagonale du rectangle construit Sur les deux composante ». 

Démonstration. Cette proposition est évidente , dans le cas où les forces P , (J sont 

égales antre elles. Alors la résultante II doit nécessairement diviser l’angle (P, Q) 
en deux parties égales , et l’on a, en vertu du lemmc a, ll' — ïP' , ou II — P \/~ . 

Il est encore facile de démontrer le lemmc 3, dans le cas où l’on suppose Q'=P ’ , 
ou Q-^-P y/T . En effet , considérons trois Jorces égales à P , dirigées suivant trois 
droites qui soient perpendiculaires l'une h l’autre. Ces trois forces seront représentées 
par trois arêtes d’un cube qui aboutiront h un même sommet. De plus, la résultante 
do deux de ces forces étant égale à P [/~T , et dirigée suivant la diagonale d’une des 
faces du cube, la résultante fl des trois forccrf sera nécessairement comprise dans 
tout. plan qui renfermera l’une des forces P et la diagonale du carré construit sur les 
deux autres. Or , il existe trois plans do celte espèce , et ccs trois plans so coupent 
suivant la diagonale du cube. Bouc la résultante des trois forces P , ou, co qui re- 
vient an même, la résultante des forces P et P ^/T qui se coupent à angles droits, 
sera dirigée suivant la diagonale du cube, laquelle est en même temps la diagonale du 
rectangle construit sur les forces P ot P j/T • 

On prouverait absolument de la même manière que , si l’on désigae par m un nombre 



v 



9 
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cnlier, et si l’on suppose le lemme 3 démontré dans le cas ou l'on a Q — Pyfïï , la 
résultante de trois forces respectivement équivalentes à 

P, P. P\fZ 

et représentées par trois droites perpendiculaires entre elles , sora dirigée suivant la dia- 
gonale du parallélipipède rectangle qui aura pour côtés ces mêmes droites. Ou en con- 
clut que , dans l’hypothèse admise . le Icrome 3 subsistera encore si l’on prend pour Q 
la résultante des forces P ot P \/~m , c’est-à-dire si l’on fuit Q — t t/m-f- >■ D ailleurs 
le lemme 3 est évident, quand on a Q=P , ou , ce qui revient au même, m = i . 
Donc ce lemme subsistera encore , si l'on prend Q = P j/T+T = P v/ a > ou 
Q=P i/a~+T==f > i/5~, etc.. ... ou en général Q — P^1H, m étaut un nombre 
cnlier quelconque. 

Concevons à présent que m et « désignant deux nombres entiers , on construise 
un parallélipipèdo rectangle qui ait pour côtés trois droites propres à représenter les 
trois forces 

P. PVm , P\ZT- 



La résultante de ces trois forces sera évidemment comprise , i.“ dans le plan qui renferme 
la force et la diagonale P\/m -p i du rectangle construit suries forces P./V m • 

a." dans le plan qui renferme lu force P \/m et la diagonale du rectangle 

construit sur les forces P, P\/~>ï . Donc cello résultante sera dirigée suivant la dia- 
gonale du parallélipipèdo; et le plan, qui renferme la même résultante avec la force P, 
coupera le plan des deux forces P\/m , P\Zït suivant la diagonale du rectangle construit 
sur ces deux forces. Donc la résultante des forces P \/m . P v/~ . qui doit être évi- 
demment comprise dans le plan dont il s’agit, sera dirigée suivant celte dernière dia- 
gonale. Donc le lemme 5 subsistera, quand on remplacera les forces P cl Q par deux 
forces égales à P , P j/T , c’est-à-dire par deux forces dont les carrés soient 
entre eux dans le rapport de m à n. Donc le lemme 3 subsistera encore entre les 

forces P cl Q , si l’on suppose ~=— , ou Q — p\f - , 

Soit maintenant Q~Px , x désignant un nombre quelconque. On pourra faire 
varier les nombre» entiers m et n de manière que le rapport — converge vers la li- 
mite x', et il est clair que, dans ce cas, la résultante ^cs forces P et P^~- di- 



rigées suivant deux droites perpendiculaires l’une à l’autre, tendra de plus en plus à se 
confondre , en grandeur et en direction, d’une part avec la résultante des forces P, Px , 
et d’autre part avec la diagonale du rectangle construit sur ces deux forces. Donc la 
résultante des forces P, Px sera représentée par la diagonale dout il s’agit. 
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Corollaire i Si la force R est représentée par la longueur A R portée h partir 
de son point d’applicatiou {A) sur la droite suivant laquelle elle agit , et si l'on mène 
par le point (A) deux axes perpendiculaires l'un b l’autre , on pourra substituer b la 
force R les deux forces représentées en grandeur et en direction par les projections 
de la droite AB sur les deux axes. 

Corollaire a. Concevons maintenant que , deux forces P, Q étant appliquées à uu 
même point (A) , et représentées par deux droites AB, AC qui forment entre 
clics un anglo quelconque , on trace dans le plan de ces deux forces deux axes dent l’un 
coïncide avec la diagonale du parallélogramme auquel elles servent de côtés, et dont 
l’autre soit perpendiculaire & celte diagonale. On pourra substituer aux deux forces P,Q 
les quatre forces représentées en grandeur et en direction par les projections des 
droites AB, AC sur les deux axes. Or, de ces quatre forces, deux étant directe- 
ment opposées, te feront équilibre. Les deux autres, dirigées suivant la diagonale du 
parallélogramme , s’ajouteront et donneront pour somme une force représentée en gran- 
deur et en direction par cette même diagonale. On peut donc énoncer la proposition 
suivante : 

i." TiiioRkxr. La résultante R de deux força P, Q simultanément appliquées 
A un point materiel (A), et dirigées d’une manière quelconque , est représentée en 
grartfleur et en direction par la diagonale du parallélogramme construit sur cts deux 
forces. 

Corollaire i.” Comme la diagonale R du parallélogramme construit sur les deux 
forces P, Q est en même temps le troisième côté du triangle que l'on forme en me- 
nant par l’extrémité de la première force une droite égale et parallèle à la seconde , et 



que l’angle opposé dans ce triangle au côté R est le supplément de l'angle 
on a nécessairement , en vertu d’une formule connue de trigonométrie , 



( P.Q ) 



(*) 



R°c=P' + Q' + uPQcos{P,Q) . 



Corollaire s. Dans le cas où les forces P,Q deviennent égales entre elles, leur 
résultante R est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du losange 
construit sur ces mêmes forces. Alors la formule (s) se réduit b 



( 3 ) 



R' = uP' | i +cos(/\Ç) 



De plus , si l’on suppose ( P , R ) — 9 , «n trouvera dans le cas présent ( P , Q ) = > 8 , 
et, comme on a généralement 



( 4 ) 



cos * » = s cos’ 8 — 1 
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\ 

l'équation (5) donnera R — iP cos '/ , ou , ce qui revient au même 

(ü) n — »Pcoi{P,'n) ■ 

On |ieul nu rcsle s’assurer directement que le second membre de la formule (5) repré- 
sente In diagonale du losange construit sur deux forces égales à P . 

Il est facile de démontrer le théorème i.", pour lo oas où les forces P, (J ont entre 
elle» nu rapport quelconque , quand une fois on a établi ce théorème pour le cas où l’on 
a Q — P, c’est-à-dire quand on a établi la formule (5). Or, on pont donner de celte 
formule une démonstration directe , qui se déduit ù la vérité de l'équation (4) , mai» qui 
parait mériter d’être remarquée. Je vais l’exposer en peu de mots. 

Admettons que la formule (5) soit vérifiée pour le cas où l’on a [P,R) = r , dé- 
signant un angle droit ou un angle aigu. Je dis qu’elle subsistera encore si l’on suppose 

ou {Pjà)=l-L. 



En effet, dans ccs deux hypothèses, l’angle (P,Q) compris entre les directions de» 
deux forces égales P.Q sera équivalent h l’un des angles r, ” — ~ ; et l’on prouvera, 
en raisonnant comme dans le lemmo a , que l’on peut substituer au système des deux forces 

p > 

P.Q ou à leur résultante R quatre composantes égalos à - , parmi Iesquclles,dcux 

seront dirigées suivant la même droite et dans le même sens que la force R , tandis 

que les deux autres formeront chacune avec la résultante R un angle équivalent à {P.Q), 
c'est-à-dire , îi * ou à r — Or , puisqu’on suppose la formule (5) vérifiée dans le 



cas où l’on a ( P , R)—- , les deux dernières composantes pourront évidemment être 

/>» 

remplacées par une force unique égale-à a ~ cos ? , et dirigée dans le sons de la ré- 
sultante R , ou dans le sens opposé. Par conséquent on trouvera definitivement 



ou 

(«) 



P' P ' P • 

R—*~± 2-— COST=a-—( 1 ifccosr) ; 

ri Ji Zi 

R' = a P* ( î ±cost) , 



le signe ± devant être réduit au signe , dans le cas où l’on aura {P, R) 



et an s'gne — dans le cas où l’on aura ( ~ — î , Comme on tirera d’aib 

leurs de la formule (4) , en y posant successivement 3 = - et 0 = , 

a 22 
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r 

1 4- cos t = a co* ’ - , î — cos r = s cos ' 
1 a 

l’équalion (6) donnera dans le premier cas 



et dans le second 



H 



fl = a cos- — - . 



Donc, si l'équation (4) subsiste quand on attribue à l’angle [P, II) la valeur ; , 
elle subsistera encore quand on attribuera au même angle l’une des râleurs - , . 

1 

Or, cette équation se vérifie quand on suppose (P, 11) = '^ , puisqu’on a évidem- 
ment dans cette hypothèse R — o , et cos (P, U ) =o . Donc elle sera également 
vraie si l’on suppose 

(fl,fl)=-- = y . 

* a a 4 

et par suite , si l’on prend 

. ou (p)-i(“i)=f • 

' . 

Donc elle sera encore vraie , si l’on attribue h l’angle (fl, fl ) l’une des valeurs 




1 5ir 5 TT l /" 3i\ 5s l /" t . "v ys 

i 8 ili ’ s \ tt J ~ 16 ’ a n. i(i J if! 



En continuant de même , on prouvera qne la formule (5) a généralement lieu lorsque 

l’angle (fl, fl) reçoit une valeur do la forme . ain ~j ^-- , n désignant un nombre en- 
tier quelconque , et im|i un nombre impair inférieur à a". Si maintenant on 
représente par 5 un angle aigu pris h volonté, on pourra faire varier les nombres en- 
tiers m et n de manière que lo rapport J m s'approche indéfiniment do la li- 
mite 0; et la résultante fl tendra de plus en plus m se confondre d'uno part avec 
une force équivalente à » flcosO , et d’autre part avec la résultante de deux forces 
égales à fl , qui formeraient entre elles un angle double de 0. Donc cette dernière 
résultante sera représentée en grandeur par a fl cos® , cl vérifiera encore la formule (5). 
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I,a construction géométrique qui sert h déterminer ia résultante de. denx forces P, O, 
appliquées à un point matériel {A) , peut être facilement étendue h la composition de 

plusieurs forces P, P', P" appliquées suivant dos directions quelconques h ce 

point matériel. En effet , après avoir composé entre elles les forces P, P' , on pourra 
composer de la même manière la résultante des forces P, P' avec la force P°, puis 

la résultante des forces P, P', P", avec la force P"\ etc 

Pour obtenir la dernière do toutes les résultantes, ou, ce qui revient au même, la ré- 
sultante de toutes les forces données , il suffira évidemment de mener, par l'extrémité de 
la droite qui représente, la première force P , une seconde dcoite égale et parallèle A la 
force P J ; par l'oxtréinilé de celle seconde droite, une troisième droite égale cl parallèle 
A la force P" ; par l’extrémité de la troisième droite , une quatrième égale et parallèle 
A la force P'", etc... Si l’on joint ensuite le point matériel donné avec l'extrémité de 
la dernière droite, on obtiendra la résultante cherchée, qui se réduira, dans le cas de 
deux ou de trois forces, à la diagonale du parallélogramme ou du parallélipipède cons- 
truit sur ces mêmes forces, et qui, dans le cas général, formera le dernier côté d’un 
polygone dont les autres côtés seront les forces données. La construction précédente 
subsiste, quelles que soient les directions des forces P, P', P ". . . . Si on l’applique au 
cas oit ces forces sont dirigées suivant une même droite, les unes dans un sens, les 
autres en sens contraire, elle fournira une résultante égale A la somme des forces qui 
agissent dans un sens , moins la somme des forces qui agissent dans l’autre sens, et dirigée 
dans le sens des forces qqi composent la plus grande somme. Ainsi , par exemple, pour 
obtenir la résultante de. deux forces P,Q appliquées au point (A) et dirigées suivant 
la même droite , il suffira de porter sur cctlo droite , il partir du point (A) , A P — P, 
dans Je sens de la première force; puis, A partir du point (B ) , B D-=Q , dans lé sens 
de la seconde force. La force représentée en grandeur et en direction par la droite A D , 
force évidemment égale A la valeur numérique de P — Q , cl dirigée dans le sens de la 
plus grande des forces P, Q , sera précisément la résultante cherchée; ce qui s’accorde 
avec les principes rtkitifs A la composition des forces qui agissent suivant une même 
ilroilci. 

Poiir terminer cet article , je vais rappeler ici quelques propriétés do la résultante de 
plusieurs forces; ce qui me fournira l’occasion de fixer le sens de certaines expressions 
dont je ferai dans la suite un fréquent usage. 

Lorsqu’une force P , appliquée au point matériel [A) , est représentée en grandeur 
rl en direction , par une certaine longueur AB comprise entre le point (A) elle 
point (B) , si l’on projette la longueur A B sur un plan ou sur une droite, la pro- 
jection pourra être censée représenter en grandeur et en direction une nouvelle force 
dirigée de 1a projection du point ( A ) ver* la projection du point [B). Celle nou- 
v .||c force est ce qu'on appelle ia projection de la force donnée P sur le plan ou sur» 
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H droite que l'on considère. Cela posé, concevons que, tous les points de l'espace efant 
rapportés à trois axes rectangulaires des x,y, z , on projette successivement la force P 
sur trois parallèles b ces trois axes menées par le point (A ) . Les trois projection* 
seront évidemment les côtés d’uu parallélipipède rectangle qui aura la force P pour 
diagonale; par conséquent, la força P sera la résultante des trois forces représentées 
par les projections dont il s’agit. Ces trois forces se nomment , pour celle raison , les 
composantes rectangulaires de la force donnée , parallèles aux axes. Comme les projec- 
tions d'une longueur sur deux droites parallèles sont nécessairement égales , il est clair 
que les projections de la force P sur les axes mûmes des coordonnée» doivent être 
égales en intensité à ses composantes rectangulaires. Lorsque la force P est dirigée 
suivant une droite comprise dans l'un des plans coordonnés, ou dans un plan parallèle , 
par exemple, dans le plan des x,y, cotte force a seulement deux composantes rec- 
tangulaires .parallèles , l'une à l'axe des x , l'outre à l’axe des y, et se réduit à h 
diagonale du rectangle construit sur ccs deux composantes. 

Les définitions précédentes étant admises , concevons que plusieurs forces P, P', P 
dirigées dans l’espace d'une manière quelconque, soient appliquées simultanément au 
point matériel (A), et que l’on cherche , i.* la résultante de ces forces, a.* la résul- 
tante de leurs projections sur un plan fixe , 5.* celle de leur» projection» sur un axe. fixe. 
Pour obtenir ces trois résultante», il fiiudra, d’après la règle énoncée plus haut, porter 
h la suite les unes des autres, h partir du point (A) ou de scs projections, 1 .* des 
droites égales et parallèles aux forces P, P', P'...; 2 .* des droites égale» et parallèles 
b leurs projections sur le plan fixe; 5." des droites égales à leurs projections sur l’axe fixe , 
et dirigées dans les mêmes sens. En joignant le point A., ou sa projection , avec l'ex- 
trémité de la dernière droite , on obtiendra dans chaque cas la résultante cherchée. Or, 
les droites ainsi construites- sur le plan ou sur l’axe fixe étant évidemment les projections 
des droites construites dans l'espace , on doit conclure que la résultante des projection» 
de» force» P, P', P’... sur ce plan ou sur cet axe est précisément la projection de la 
résultante de ces mêmes forces. On peut donc énoncer la proposition suivante. 

a.* Tiiêoahix. Plusieurs forces P, P', P' . . . étant appliquées à un même point, 
suivant des directions quelconques , si on Us projette , ainsi que Uur résultante R , 
sur un plan ou sur un axe donné, la projbction de cette résultante ne sera autre chose 
que la résultante de leurs projections. 

Pour montrer une application de ce théorème, supposons que l’on projette i-la-fois, 
sur l’un des plans coordonnés , une force et ses trois composantes rectangulaires. Comme, 
parmi les projections de ccs trois composantes, l’uno s’évanouira , les deux autres pro- 
jections, respectivement égales aux composantes qui leur correspondent, auront néces- 
sairement pour résultante la projection de la force donnée. 

Il ne reste plus qu’è traduire en analyse les résultat» que nous venons d'obteuir. Ou. 
v parviendra sans peine, en ayant égard aux observations suivantes. 



Digitized by Google 




( 38 ) 

Pour que l'eQet «l’uuc force foit complètement déterminé , il ne suffit pas de commun- 
miu intensité, son point d’application, et la droite suivant laquelle elle agit. 11 faut encore 
ravoir dans quel sens clic est dirigée suivant cette droite, ou, en d’autres termes, quelle 
est sa direction. Car doua forces qui agissent suivant une même droite, peuvent être 
dirigées en sens contraires. Ainsi , l’on peut dire qu’une seule droite oomprend deux di- 
rections différentes , et l’on n’obtient qu’une seule de ces deux directions , lorsqu’à partir 
d’un point douné on prolonge indéfiniment cette droite dans un sens déterminé. 

Souvent on appelle axe une droite menée par un point quelconque de l’espace , et 
prolongée indéfiniment dans les deux sens. Nons dirons qu’un axe de cette espèce se 
divise en deux demi-axe ) , aboutissons au point que l’on considère, et dont chacun se 
prolonge indéfiniment dans un seul sens. Par conséquent, chacun de ces deux demi-axes 
aura toujours une direction déterminée. Si l’on considère trois axes rectangulaires des 
x , jr et a, chacun d’eux sera divisé à l’origine en deux demi-axes, sur l’un desquels se 
compteront les coordonnées positives , tandis que l’on comptera sur l’autre les coordon- 
nées négatives. 

D’après ces définitions , il est clair que, si l’on lient compte seulement des angles qui 
renferment au plus ïoo degrés ( nouvelle division), deux axes ou deux droites, tracés 
de manière 1 se couper, formeront toujours l’un avec l’autre deux angles, l’un aigu, 
l’autre obtus, tandis que deux directions ou deux demi-axes, aboutissant h un point 
donné , formeront un seul angle , tantôt aigu , tantôt obtus. Lorsquu deux directions ou 
deux demi-axes aboutiront à deux points différens de l’espace , ils seront censés former 
entre eux le même angle que formeraient deux demi-axes parallèles et prolongés dans les 
mêmes sens , & partir d’un point unique. Cela posé , l’angle que deux forces formeront 
entre elles sera toujours complètement déterminé , et l’on pourra en dire autant des angles 
formés par une force avec les demi-axes des coordonnées positives. Soient a, p , y , ces 
trois angles pour une certaine forco P , en sorte que 



a désigne l’angle formé par la direction de cette force avec le demi-axe des x positives; 

p avec lu demi-axe des y positives ; 

y avec le demi-axe des : positives. 



11 est clair que la direction do lu force P sera complètement déterminée , si l’on 
connaît son point d’application avec les trois angles «,£,y. En effet , menez parle 
point d’application trois demi-axes parallèles b ceux des coordonnées positives, et cons- 
truisez ensuite, autour de ces demi-axes , trois cônes droits dont les génératrices forment 
respectivement avec ces mêmes demi-axes Iesangles *,(5, y. La direction de la force P 
devra être celle d’une génératrice commune aux trois cônes. Or, il est bieu vrai que les 
surfaces des deux premiers cônes se coupent suivant deux génératrices. Mais on doit obser- 
ver que , ces deux génératrices formant avec le troisième demi-axe deux augles différons , 
l’un aigu , l’autre obtus , une seule se trouve comprise dans la surfacé du troisième cône. 
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Lorsque los ongles «, 5 , y, sont connus avec l'intensité de In force P, on en dé- 
duit encore les valeur» des composantes rectangulaires de la force, on, en d'antres 
termes , ses projections sur les axes, et même lu sens dans lequel chacune de ces pro- 
jections est dirigée. Considérons, par exemple, la projection de la force P sur l’axe 
des x. Elle sera , d'après un théorème de trigonométrie , égala au produit de cette 
force par le cosinus de l'angle aigu qu’elle forme avec Taxe dont il s'agit. Or , la direc- 
tion de la force P forme avec les deux demi-axes des x positives et des x néga 
tives deux angles supplémens l'un de l’autre, dont le premier est représenté par «, et 
le second par sr — «. En conséquence , la projection de la force P sur l'axe des x 

a î trouvera représentée, si l’angle <t est aigu , par le produit. P cos x , 

et si l’angle « est obtus , par P cos(r — *)= — Pcas*. 

c'est-à-dire, dans les deux cas, par la valeur numérique du produit 

P CQS* . 

Il est d’ailleurs évident que cette projection sera dirigée dans Is sens des x positives, 
si l'angle a est aigu, dans le sens des x négatives si l’angle a est obtus, et que 
le produit Pcosz sera positif daus le premier cas, négatif dans le second. Eu résumé, 
le produit P cos a sera équivalent à la projection de la force P sur l’axe des a:, 
prise avec le signe + ou avec le signe — , suivant que cette projection sera dirigée dan» 
le sens des x positives ou dans le sens des x négatives. 

De même les produits P cos?, P cos-/, seront respectivement égaux aux projections 
de la force P sur les axes de» y et : , prises tantôt arec le signe -4- , tantôt avec 
le signe — , suivant que chacune de ces projections sera dirigée dans le sens des coor- 
données positives on négatives. 

I.cs trois produits 

P cos a, Pçjoip, Peosy , 

* X. * 

dont on rient de montrer la signification, sont cc que nous appellerons désormais les 
projections algébriques de la force P sur les axes des x , des y cl des Comme 
les valeurs numériques de ccs trois produits représentent précisément les composantes 
rectangulaires de la force P , et que ces trots composantes sont les arêtes d’un paral- 
lélipipèdu rectangle qui a ht force elle-même pour diagonale , il est clair qne la somme 
des carrés de ccs produits doit être égale au carré de P. On a donc 

.P’^rP’cos’a + P * COS’ P+ P’ COS’ 7. 

G» en conclut , en divisant jP’ , 

(7) 1 — cos ’ « co s ’ j 5 -f- cos ’ 7 . 

Cette dernière équation exprime , comme l’on sait, que a , p, y, sont trois angles formé* 
par une même droite avec les axe» des coordonnées. 



« 
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Considérons à présent plusieurs forces P, P', P"... simultanément appliquées à 
un point matériel (.1 ) . Soit R leur résultante , et supposons quo les forces 

P, P', P‘ ... R 

forment respectivement, avec le demi-axe des x positives , les angles 

a, 

avec le demi axe des y positives , les angles 

p, y, y... .h 

avec le demi-axe des ; positives, les angles 

7i 7 » 7** * • • c • • 

Si l’on projette ces différentes forces sur l’axe des x , la projection de ta résultante 
R, étant la résultante des projections des forces P, P', P*.,., sera équivalente à 
la somme de ces dernières projections prises tantôt avec le signe +, tantôt avec le 
signe — , suivant qu’elles seront dirigées dans le même sens ou dans lo sens opposé. 
D’ailleurs, la somme ainsi obtenue sera évidemment égale, au signe près, i> la somme 
drs projections algébriques des forces P, P', P“ ... , c’est-à-dire , à 

P cos «+P' cos«'-f- P" cos a" 4* etc. . , 

puisque , dans cette seconde somme , deux forces dont les projections sont dirigées en 
sens contraire, fournissent toujours deux termes de signes différons. Ajoutons que les 
deux sommes seront affectées du même signe ou de signes contraires , suivant que la 
projection de la résultante agira dans lo sens des x positives ou dans le sens des x 
négatives. Cette projection étant dle-méme égale au produit 

fîcosu 

pris arec le signe -f- dans le premier cas, et avec le signe — dans le second, ou doit 
conclure que les deux quantités 

R cos a , Pcoin+P'coid' + P‘co»a’+elc. . . . 

auront non- seulement la même valeur numérique, mais encore le même signe. On trou- 
vera donc 

R cosa = Pcosn-f-P'cos«' 4- P” cos *"4- etc. . . . 

F.n d’autres termes, la projection algébrique de (a résultante sur l’axe det x sera 
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équivalente à la tomme des projection» algébriques des composantes sur cet axe. La 
même retalion devant évidemment subsister entre les projections algébriques des force* 



* p,p,p‘,...n 



sur les axes des x et dos » , il est clair qu’t, l'équalion précédente on pourra joindre 
celles qui suivent : 

R cos 6 = />cosp+ P 1 cos V 4 - P“ co»^*-|- etc 

R c ose — P COS7+ P'cosq’ + P’ COS7* + etc 

Lorsque les forces P, P’. P“ «ont connues en grandeur et en direction , le» 

trois équations 

, R cos a — P cos « + P' co * P' CO» «* + 

(8) | R cos 6 = P cosp + P'co»p'+ P*co»p*+ 

( R cos c = P cot-t + P' cosy' + P' cost“ + 

servent à déterminer immédiatement la grandeur et la direction delà résultante. Un effet, 
on connaît alors les seconds membres des équations dont il s’agit , et si , pour abréger , 
on les désigne par 

X , Y, Z, 

00 aura simplement 

(9) R cota — X, R cos b = Y, R cote — Z . 

Or, on lire de ces dernières formules 

R' (cos’o + cos’é + cos’c) = X‘+ Y' + Z' ; 

ou. parce que le» angles a, b, e, sont assujettis à l’équation de condition 
COS’ «4- co»’ b 4- cos’e = 1 , 

(10) R’=X'+Y>+Z' . 

On aura en conséquence 

(..) R = ÿ{X'+Y'+Z’) . 

La valeur do R étant ainsi déterminée , on obtiendra le» angles a, b, c, dont 
chacun renferme au plus aoo degrés , par le moyen de» formules 



<»*) 



X Y 

wsazsz — , co»b = -g-. 



co#e— 



7 
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On voit par ce» formules que les cosinus des ongles cherchés seront positifs ou négatifs 
en même temps que les quantités X, Y, Z, qui leur correspondent respectivement. 
Par suite, les angles a , b, c, seront aigus ou obtus suivant que les quantités 
X , Y, Z , seront positives ou négatives. 

Lorsque, dans fa formule ( 10 ) , on substitue pour X, Y, Z, leurs valeurs, eu 
ayant égard aux équations de condition 



(i3) cos’» + cos’?+c° s ’v= '» cos’ *' + cos’p'+cos* 7 '= i, etc 

on trouve 

(■4) R'=P’ + P' + P , ' + e te 

4 -»PP' (cos a COS=t'4-COS|j cosfl' 4-C0Sy COSy') 

4-ïPP'( COSa COS 1*4* cos ,5 COS ^''4- COS y COSy*) 

4- etc 

- 4-sP'P*(COS*'co»a*4-CeS?'cOSfl'4-COSy'coSy*) 

4-etc. . . . . 

Dans le cas particulier où la résultante R est formée seulement par la composition 
de deux forces P, P', l'équation précédente se réduit & 

(li) fl , = / ,, 4-P'*4-sP/ > '(cos=>cosa'4-cos?cos?'4-cosycosy / ) . 

Mais, en vertu do l’équation (5) , on doit avoir aussi 

( 1 6 ) f?* = P-4-P , ’4-aPP'cos(P;P'') . 

^ — V 

la notation (P, P') désignant l’angle compris entre les directions des deux forces. 
Les deux valeurs précédentes de R ' devant cire égales, on en conclut 



(-7) 



cos (P,P') = cos*cosa , 4-cosScos^'4-cosycosy' . 



Par conséquent, pour obtenir le cosinus de C angle compris entre deux directions, il 
suffit de multiplier deux à deux les cosinus des angles que cet mimes directions forment 
avec les demi-axes des coordonnies positives, et d’ajouter les produits. On se trouvera 
ainsi ramené à un théorème connu d’analyse appliquée. En vertu de ce théorème, ou 
aura encore, dans le cas général , et quel que soit le nombre des forces P, P', P'... , 

cos (P, P") = cos» coj ü' 4- cos p cos ,‘>*4- cos y cosy* , 

etc 

C08(P',P') = COSl'cOS3*4-COSp'cOS^*4-COSy'cO»7* , 

etc 
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P.ir suite , l'équation (i4) deviendra simplement 

( 18 ) fl ■ =P'+P’’+P I '+..+iPP'cos(PJ> : )+iPP‘coi (P, P") +. .4-iP'P'cos (P\f> )-fclc. 

Ainsi , le carré de la résultante de plusieurs forces est égal à ta somme des carrés des com- 
posantes, plus à la somme de leurs doubles produits respectivement multipliés par Us 
cosinus des angles compris entre les directions de ces mêmes forces comparées deux à 
deux. 

Les composantes rectangulaires de la résultante II , ou ses projections sur les axes 
des x,jr,t, étant précisément égales aux valeurs numériques des quantités .Y, F, 7., 
il est facile d’en conclure que les projections de cette résultante sur les plans coordonnés 
respectivement perpendiculaires aux mêmes axes, c’est-è-dirc , sur les plans des y, 
des z,x et des x,y, seront représentées par les expressions 

*(*•+*), l /(£*+*•). \ /(X’+Y>). 

I ItsqsLI jf Mtft m I ■ 

Nous venons de rappeler celles des propriétés des résultantes qui sont relatives aux 
projections. Dans un autre article , nous examinerons les propriétés relatives aux mo- 
ments , cl nous développerons , à ce sujet , la théorie des moments linéaires. 
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APPLICATION DU CALCUL DES RÉSIDUS 



A LA SOMMATION DE PLUSIEURS SUITES. 



Soient f(x,z) , F [x, t) deux fonctions données des variables x,z, et n un 
nombre entier quelconque. Supposons d'ailleurs qu’après avoir développé le produit 

ii l’aide de la formule du binôme . on différencie n fois , chacun des termes du 
développement, savoir : le premier terme n fois par rapport à x, le second 
terme n — i fois par rapport b x et une fois par rapport b z , k troisième terme 

n — a fois par rapport à x et deux fois par rapport à z , etc enfin le dernier 

terme n fois par rapport it s . Alors , en faisant , pour abréger , 

(i) f(*,z) = u, f(ï,aj)=t>, F(x,z) = n>, 

on obtiendra la suite 

A'^u'w) n d’(u*-‘vw) n(n-t) d»(u*~»r*ir) rf l ‘(p"a’) 

dx a * i dx amt dt 9 1.2 dx a ~*di % * c rf: 1 



dont on ne connaît pas la somme. Toutefois le calcul des résidus fournit le moyen de dé- 
terminer facilement cette somme , dans le cas où l'on suppose après les différenciations 
z—x. C’est ce que nous allons expliquer en peu de mots. 

Soit s une valeur commune attribuée aux variables x,:, et £ la valeur cor- 
respondante de la somme des termes qui composent la suite (x) ; ensorte qu’on ait 

p d*(u"w) n n(n-i) rf*(u*-»i> , ir) . . d’(v’w) 

dx‘ *' i dx‘~'dz) ' I. a dx'-'dz * • 

dans le cas où l’on suppose , après les différenciations z — x=t. La formule (ï 8) de 
la page (16) entraînera l’équation 



i p p u m c “'”ir 

i.s.3... m. i.ï. 3... (n-m) ° (( (x-») - *' )) (( (*-» 



J— 4 -))” 
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daoa laquelle les deux signes £ sont relatif* , l’un à la variable x, l’autre 4 la va- 
riable z; et par conséquent la formule (5) pourra être remplacée par la suivante 



(4) .Ç=t.a.3...n 



I r r . F f . 

(x-*)' 4 -’)) (F3) (( (( («-*)’» 

+££, 



((*")) (({«)■*■))/ 



Comme on a d’ailleurs 

„• . «-». , , î 

(•*)-«-■(«) + (»*)■(*■*)• + (*-*) *(*-») -»(*-«) 

on tirera de la formule (4) 

(5) S=i.i.3».«c6 ,(w)-*C*-0 ■ C( (*-*)" + ’)) (((*-»)*+•)) ‘ 

Foisons maintenant, pour plus de commodité, 

iîfcü-Tt-..)- ^=x(..o- 



Si , dans l’expression 



(7) 



[f(j,*)]--F(jr,0 



u(*-s)-»(®-«) (z-s)f(s,s)-(»-»)f(z>») 



on considère z comme seule variable , cette expression représentera uno fonction de 
s, qui deviendra infinie pour z = x, et dont le résidu, relatif 4 la valeur x de la 
variable z , sera 

». [f(*.»JT’-F(*,«) 

i 

Or, si, après avoir divisé ce résidu par z — x, on désigne par ®(x,z) la diffé- 
rence entre l’expression ( 7 ) et le quotient obtenu , ou , on d’antres termes , si l’on pose 



(9) 






— +.(x,z) , 



la fonction « (x, t ) , en vertu des principes établis dans un précédent article [pag. as 
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ois*], conservera une valeur finie pour s=œ, quel que soit x, et par conséquent 
pour : ~—x=i. On formera de même l’équation 



(•o) 






u(*-»)-B(a;-r) f (x,x) - (x-s) [ T (w,x) - x (x,x)] t-x 



4» (x, j) désignant encore une fonction qui conservera une râleur finie pour z-x—s-, 
puis on tirera des équations (g) et ( 10 ) réunies à la formule (5) 



' ' ‘^r(*,*}-(*-s)[î(*, *)-*(*.*)] t-x (( (*-j) 



)){((*-* )•*•)) 



+ IL. (*.=) 

- ..,. 5 ... » u h-) (( » ■ 

On aura d'ailleurs évidemment 

(.*) l v ( x ,z ) -(0^ = o. ^ 



)) 



(i3) 



( s - « ) *~'~ l - ( a; - s ) *~ l ~‘ 



(((*-*)■*’)) 



Par suite, la formule (il) donnera 



(U\ S î a 3 n Ÿ lf(g,«)]‘- l F(<r > ») x 

l W t/ f(*,®}-(*-a)t T (*,a ; )- z (*,*)] (((«-a}—)) * 

ou , ce qui revient au même , 



(> 5 ) 



S= 



r(ar, *)-{*- J )[?(*,*) -%(*,*) 1 



dx" 



pourvu que l’on suppose, après les différenciations x — *. Enfin, si l’on remplace 
dans la formule (i5) la lettre s par la lettre s, et la lettre S par le second 
membre de l’équation (5) , on obtiendra la formule 



» 
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(. 6 ) 



( 47 ) 

d"(u'w) , n ^ n rf”(ut>"-œ) f 

rf*“ 1 dx'-'di , dxdt *’ ~ rfz“ 



* 


[f(*i*)]" + <F(* ia! ) 


f(*,ar) -(*-*)[>(*, *) -*(*,*)! 


\ rf®" 



qui subsiste toujours, quand on suppose , après les différenciations , - — t 

Pour montrer une application do la formule (t6), désignons par 

ü, /». <?. 



quatre fonctions de la variable se, ot par 



ü. î, ^ 

ce que deviennent ces mêmes fonctions, quand oa y remplace la variable x par la 
variable s. Alors, en posant 

(*7) a = C'?. v=Vr. w = p 

et substituant , après les différenciations , la lettre a à la lettre x , on réduira le 
premier membre de la formule (t6), d’abord au polynôme 



ü.o» d '(V‘P) n 

dx" i di dx"' 

, n d{VV'-'P) ^ 

I dx (/;“-■ ^ rfT" • 

qui renferme les deux variables x et a , puis au polynôme 
y°Q d ‘( V ‘ P ) , n d(Ur~Q) d"'{V'-'VP) , 

rfa* î (ta -p. 

, n rf(tfy-P) rf-(tf-rç) 1 

1 rf® <7^ » 

qui renferme la seule variable x. Comme on aura d'ailleurs 



/ v du dU ua a t 

<*’*>= x(M) = X =Or-, 



</a 



et par suite 






»(*,*)= F x(x,x) = V 



dz dz 

dV 
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le second membre de la formule ( 16 ) ac réduira évidemment è 

, vr m PQ 

(* t x { U dx V dx I ' 
dx * 

Par conaéqueot, 1* formule (iC) donnera 

/ d'M’P) . a d(Ur-Q)d~{U~rP) , nfn -x) d' W'V'-'Q) 'P) 

Tx 1 7* h «•» dx ~ 

l nfn-.ld-f V'V-P)d-[V-V'Ç) , nd[VV-P) d-{V-VQ) Ly ,/M) 

1 ---H — VT* dx 1 dx — i dx dx— dx m 

(,8) 1 , I J'VPQ \ 



• i , / 1 du i dy\ 

jl-(x-s) [ v dx y dx) ) . 



Celte dernière équotion subsiste, quelle» que soient le. fonction, de * représentée» 
par P.Q.U. y, pourvu <l uc • dans ,e second membrc ’ on 6 U PP°* C ■ a P rè * le * d,ffe - 

rcnciations , * = * • 

Si , dans l’équation (. 8 ) , on prend 0= 1.^=1, on obtiendra la formule connue 



Qd .p + UQ.d~P+&g+Q'd"P + ' 



( ' 9) ) 04 -°dP.d-‘ Q + Pd‘Q=d‘(PQ). 

F i.» > 

Si l’on supposait dans la même équation 

Vx=w\ r=fr\ p=tr\ Q=tr* . 

W désignant une fonction de la variable *. et des exposants quel- 

conques , alors , en faisant pour abréger 

a — p = a, n*+7= cr > = 

on trouverait 

I H r '-~ -J£r*+'J-r “**“ dx—' ^ 1-a dx' dx — 

■ fa-HTIT-*- ») d-' [IV—) ■ n d(fy-<—>)d'-'(fy-) 

«■+-77; — 3? ‘ dx d dx 

(*°) H». — ■ 

. v i dJV 

d »-a(*-s) W ~âj 
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( 49 ) 

On peut encore établir directement la formule (ao) , en posant dans l’équation (18) 



V=I. y=tv—, P=lf'\ Qz=IF‘. 

Concevons b présent que l’ou prenne, dans la formule (ao) , If — Alors, en 
divisant les deux membres de cette formule par l’expoDenlieUo 



c Cr-*- • — »•).* 



on trouvera 



r‘ + " (r-a)-'[s-(n-i)a]+ -- ( i "^ (r-n)’-’[i-(n-a)a] l H 

I M'I. * * . 

...-4- . n . (°~'2 (« — aa)*“’[r — (n — a)a]’+ “ (s — a)— ’[r— (n — 1)#] + *" 



_ d-jÇi-a(x-a)]-e^-“^l 

* rfx" ' 

puis, en ayant égard b l'équation fit)), et posant, après les différenciations, z —x , 
on obtiendra la formule 

r*+ " (r — a)— ‘[s — (n — i )a] + - ^ n - - (r — sa)" - ’[s — (n — a)a]' + .... 

t 

... (s — s a)* - * [r — (n — a)a]’ + ” (a — a)*~'[r — (n — i )a] + ** 

= (r— |-s — na)"4-na (r + s — na)*~’+n(n — i)a* (r + s — na)“— ... +1.S.5.. na". 
Si l'on fait dans cette dernière 

r = a * , s = ay . 

elle se réduira simplement b 

(g— i )— fy— n + i ) + (n— a )— * (y— n + * )’ + etc. 

7 (*-•)— (r-"+o+r . 

=(*+.T— n)*+n (*+y— n)*-* + i»(n— 1) (»+j— n)*"*+. .. + ».#.#. ..n. 

L'équation (aa) mérite d’étre remarquée. Lorsqu’on y suppose œ + y^sn, elle re- 
produit la formule connue 

(* 3 ) æ* — " (æ — 1)»+— -(x — a)* — ...rt(* — n)”=i.a. 3 ...n. 

Si l'on supposait au contraire x+y = n+i , on trouverait 

8 ' 
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( 5o ) 

. 1 **— " (* — i)— (*— *)+^ 7 ~ (*— f)—* (*— 5)’ ±(x— n— 

(*4) i 

' =i+ n + »(n — i ) + n (n — i ) (n — s ) + + i. a. 5 n. 

Concevons encore >jue , dans la formule (ao) , on pose iy — a . On en tirera , en 
divisant les deux memlires par a-n-»— »t*+o > 

r (r — i)... (r — n + i) ■+• - (r — a) (r — a — i)... (r — a— -n + a)[s — (n — i)a]+elc... 
b , (s — a) (s— a— i)... (s — a — n + a)[r— (n— i)a]-fa(s— i)... (s— n + i) 

rf * j [a*— (a— i)*]-as' + — “+■ J 
“ * àü~- 1 

puis.cn ayant égard % l'équation ( 19 ), et posant, après les différenciations ï = x, 
on trouvera 

r(r-i) ... (r-n-f t)+“ (r-a) (r-a-i) ... (r-a-n + a)[s-(n-i)a] -f etc 

" ( s-a ) (•-•-•) •••• (s-a-n + ï)[r-(n-i)a]+s(s-i) .... (s-n-f-i) 

=(r-|-s-iia-(-i){r+s-na;..(r-f-s-na-n 4 -a)-|-n(a-i)(r+s-na-f-i)(r 4 -s-na)..;r+ 5 -na-u-)-ô 

\-f-n(n-i) (a-i)’(r+s-na+i) (r-f-s-na) ... (r+s-na-n+4)+ • • + >.».3.-. n(a-i)”. 

Si , dans l'équation (s5) , on prend 

a= 1 , r — n + 1 = ® > 8 — n_ b* == J'> 

un obtiendra la formule connue 

1 1 

f**) ...+^~- x(x+i)j-(^4-')---0+n-3)+" J'y(.v+i)...(v+n-a)+j'(v+i)... 0 +n-i) 

W (x+y)(x+j'- , )-'-' ;t +.v-n4-0. 

Si l’on fait au contraire 

r=x, a = A-f-i, cl s-f-r = na — i, 

on trouvera 



(> 5 ) 



r(ir-i) (x-n-f-i) — (x-A)(of-A-i) (jj-Zi-n-f-i) 






n{n-i) 



1 1 . a 

I = 1. i. 3 ....n.A“. 



(x- ïA) (x-a A-i) . .. (x-îA- n + 1)-... ±(x- nA)(x-n A -1) ... (x-nA -n- 0 - 
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( 5 ' ) 

Cette dernière formule peut être facilement établir par le calcul aux différences finies , et 
11e diffère pas de l'équation 

(28) a" | (x — n/i) (x — nA — 1 ) ... ( x — nA — n + 1 ) J =1. 2.3... n. , 

qui suppose seulement éi = A. 

Revenons h l’équation (18). Si, dans ccttc équation l’on remplace 



P P jr “pT • Q P ar et V P ar Fffr , 



on aura simplement 

! d-{ir‘P) a d[frQ)d— n ( n -i) d'^V'Q) d»— (tr^-p) 

” 1 dx dx*—‘ i.a dx' dx°—’ 

n(n-i) d'( 1 V'P) d-’(ir-’Q) , n d{W P) , „d"( //'"<?) 



...+ 



(> 9 ) 1 



dx • 



dx°—' 



■(- 



V 



I dx 

PQir- 

. . dtr 

jrdx/ 



dx 



—ZJ+P'. 



dx * 



d x° 



Concevons maintenant que , s désignant une quantité quelconque , et B une fonc- 
tion de la variable x , on prenne 

dW 1 



( 3 o) 



P — B 1 — (a: — s) 



fPdx j * 



Rien n'empêchera de supposer, après les différenciations s — x , ou, ce qui revient 
au même , de supposer , avant les différenciations , i— :. Or , dans cette hypothèse , 
l’équation (29) donnera 

d\QRfP‘) _ 

dx* 



( 3 l) 



n d\} V'R) , n d( 1F Q ) d—'[fT’—R ) , n d(JT/t) d—<(ir*-‘Q) ( B d\n’"Q) 

' dx" 1 dx dx°~' 1 dx dx •— 1 **" dx .» 



— O 



./•' } {x-x)fV—'R d l^ | n d{tPQ) d— [ 



dx* 



1 dx 



dx* 



n d(ir—Q) d j (x-z)R 



dlV . 
dx I 



1 dx" - ■ dx 

z devant être réduit à x, après les différenciations. D’ailleurs on a généralement, 
sous cette condition, en vertu de la formule (19) , 
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cl par conséquent 



( 5* ) 

rf“ j(x-ï)f(it) j //“— f(js) 

— — m - — — ; 

</*" dx— ' 



,dtV\ 



d-(tv-R) d- \(x-z)tr— a-(}r~R) 



i 



,nv 

dx 



d x m 



dx— 



dx m dx m 

_ d-yr-R’) 

dx 

R désignant la dérivée de R par rapport à x. Donc l’équation (3i) pourra être 
réduite à 



(3») 



d-iQRir*) 

dx" 



rk d—{ff'"R) , n d(H'Q)d"-'{fV-'K) , . n d— {fV-'Q) , n d"(HS‘Q) 

Q — J=T~ +7~n d^ +...+ -WR 

Si , dan» cette dernière , on échange entro elles les lettres Q et R , on aura encore 

d"(QRIf’") 



(33) 



dx * 



d"(lf'"R) n rf— (/r-'iü u d{tVR)d" '[H — Q ) d—(ir"Q) 

^ dx" -r I V rfx— ‘ + "' + 1 dx dx ■—* " + " rfar'— ' 



Iinlin.si l'on remplace, dans l’équation (3s), Q par Çff" et n par n — i, 
on en tirera 

d<~'[QRir"~'W) 
dx 



(54) 



tvr - *—(»'— fl') | I Q,,r,) I R u "-'V y '-'Q ,v ') . 

^ d x"~' *' "■ 1 dx°~' dx — ■ 



puis, en retranchant de l'équation (39) la formule (34) multipliée par n, on trou- 
vent 



( 55 ) 



d •>— i fjxa ^(_^fl) i 

dx | 



dx" 



«JL 



dx 



-'(fr—'IV) n(Q-i) d(iy*Q ) d—*(W—A') 
dx*~' * î.a dx dx* - * 



n(n-i )d(H-‘R')d—\IV"-'Q') » <?') „*—(»'•<?') 

i. a </* </x— > "**7 “t*" dx" 
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( SS ) 

On peut vérifier directement ces diverses formules, pour des vuirnrs particulières attri- 
buée» au nombre entier n, par exemple, pour les valeurs u— i, n — a , n = 3,otc. 

Si , dans les équations (3s) et (35), on pose 



Q = e" , Jï=e“ , W — e‘ 

on en tirera 



(36) 

(s + n)* _, + "( r +0(»+ n 

et 



(r+s + n)*— (r + n)* = 
8 

(r- + »)*(»■ + 



+--+"( r +n-i)— , 



„ , (r+!)(r+s+o)- — r(r + n}— ' ' — s(s + n)— _ 

(57 ' rs ~ 

" (H-n-i)— + " (r+s) (s+n-a)— 1 (*+*) ( r + n - , )* _, + " (i+n-i)— ’ ; 

puis , en prenant s = r, on conclura de l'équation (37) 



(38) s (ar+n )~-(r+ _ n)»- : = 

" (r+n-.)~+ (r+a) (r+n-»)-4-.+ (r-Hi-»)- J (r+»)+ “ (r+n-.)~ . 

Si l'on fait maintenant r = o, on trouvera 

(39) s(n-i)n"-’= " (n-i)*-*+^fcîi a'(n-s)— .+ (n-s)— ’s'-f- " (n-i)"-* . 

Si l’on pose dans l’équation (35) 



Q — x', fl = x‘, }V —x', 

on en tirera 

(4o) ( r + i) ( r ~)~ 8 + iln ' n + l ^ ( r ~)~ $ ~H l "' 1 )~ r ( r + an ' n + l )--t r + an ~ l )- a ( > +a n -+')--(H- i ‘ n -<i 

r 8 

, (H-("- , ) a - , ) --[»-|-(a-i)a-n-|-a]-}-— [»-|-(n-a)a-i]. ,.[s+(n-s)a-n-|-3](r-|-sa-i)-|..,. 
•■•+ \ _ a - [ r +{o-a)»->]--[ r 4-(»-ï)®'n+5](s-|-aa-i)-|-" [r-|-(n-l)a-i].,.[r-|-(n-i)u-n-|-a].. 



Lorsqu'on prend dans l’équation (4o) 

a = i, r — x , s , 

on retrouve la formule (a6) 



«OH* 
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SUR UNE FORMULE 



RELATIVE A LA DÉTERMINATION DES INTÉGRALES SIMPLES 

PRISES ENTRE LES LIMITES o ET œ DE LA VARIABLE. 



Dans un mémoire sur la conversion des différence» finie» de» puissances en intégrales 
définies , j’avais établi un théorème que je vais rappeler ici , et à l'aide duquel on déter- 
mine facilement les valeur» de plusieurs intégrales définies. 

Tnionkite. Soit /(*) une fonction donnée de x; et supposons que , n dési- 
■nanl un nombre entier quelconque, on parvienne toujours à obtenir en termes finis 
la valeur de l'intégrale 

/ » 

x"f(x’)dx. 

On pourra en déduire la valeur de C intégrale 

W 

et cette dernirre Sera déterminée par la formule 



( 5 ) 






\ -4- ... -H -t- 

, , a ’ i . a. 5. !\ ••a 1 

Démonstration. Faisons , pour abréger , 

On tirera de la formule (î) 

U) (• c+ l)- / j( a!- l) j d ~T' 

et de lu formule (a) 

(5) 



Ou 



'•• = yT'”* ,/ l ( r_ »)'! ^ = y. A (* - ï)' I 



dx 

x 



dx 

x 
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< 55 ) 

On a d’ailleurs, quelque soit : , [voyez l’Analyse algébrique , page *53], 

, . , . . j (an + a)an . . (an-f- 4 ) (an-[-a)an(*n-*) . , i 

( 7 ) cos(an+i)s— cos: j 1 — sin’îH ^ sin 4 : — etc. | ; 

et, comme , en posant 

•V~ 

e — t , 

on trouve 

rosr= * (*+■)■, »; n;= _L r ( x _L) , !(«••*• 4-j^). 

on tirera de la formule ( 7 ) 

e)-- +„- tM*+d j ■ H)+- j 

Si maintenant on multiplie les deux membres de l'équation ( 8 ) par le produit 

J Jrf*» et si l’on intègre ensuite entre les limites .t = o , x — x , en 

ayant égard aux formules (4) et (G) , on obtiendra précisément la formule (5). Il est 
bon de remarquer que, dans cette formule, le coefficient de m désignant un 

nombre entier quelconque , sera généralement 



(9) 



(nd-m) (u+in-i) ... (n-in-t-i) (am+i î (am-|-a) ... (n-J-m) 



1 . a.3... (am) 

Corollaire 1 ." Soit 

- désignant une quantité positive. On trouvera 



1 . a. 3 .. . (n-111) 



«) .1.= r c'^'dx^—. sl tm = r *’ 

eJ o as' xJ o 

.) fl.„ = ,n e'*(**0t<£c = «’* f'Z' n c-‘[*' + -r-)d x , 

t/ O 1 / o 



-tir" , 1 . 1 . 5 . ..(2in- I ) * . 

llx — ; ÎT • 9 



.par suite la formule (5) donnera 



(< 



Z"**’" -('*+i) 

" / r r ' dx- 



» + 



(n-i)n^ , ^ , (n+aKn-l-ijn'n-i)/ , 



! ü )4 



a. 4 



-(;.)■+••• 



L équation (is) était déji connue. (Voyez la 3.' partie des Exercices du calcul iutégraL 
•le M. Legendre, page 56G.] i , 

Corroltaire a.” Si l’on pose successivement 

f{x) = «~“cos/t , f{ x ) = sin tx 
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( âG ) 

* désignant une quantité positive , on tirera facilement de la formule (î) le* valeurs de» 
intégrale* 

f * an -«(*-;)’ , f*- >n -»(*-;)’ / ly 

(i5) J x e cos t(x— -ydx, J X x sinl^x — -J dx, 

et par suite , les valeurs des intégrales 

/ |ï .n-.(« , + ^) , ,y A*“lO -(«* + -) . . |y 

04) J x e ’ cost^x — -. \dx.J x c sint(x — -) dx . 

On parviendra de cotte manière h des résultats que l’on peut déduire directement de 
l’équation (1 s) , en y remplaçant s par s-j-t^éT. 

Corollaire 5.* Si l’on pose 

y'( ai’)=e cos Ix, 

s désignant toujours une quantité positive , on aura 



05 ) 



/ > -«X’ 

.* 



« *•' i • 

cos tx.ax ^=2 — - e 



(. 6 ) 



00 

/ S II 

x 



1 ~ iX m is* d 2 tn e~ 4» 

c CO $tX, dX'=( — I) 7 



as» dt* 



/ an “•f' r — ) as 3 

X c * C05 tx. dx~ C / x 

et par suite , la formule (3) donnera 

08 ) 






cosfx. dx , 



f a. -.(•■+£) 

Ext ' COSfX.UJ? = 



.‘ at L-T. (n+»)n , (n-f *)(«+» W«-0 

~ ) c - ,.7 —+ T731 d» 

Si , après avoir effectué les différenciations indiquées dans le second membre delà formule 
précédente , on pose l = o , on retrouvera , comme on devait s’y attendre , I éqiia- 
lion (ta). 
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SUR UN NOUVEAU GENRE D’INTÉGRALES. 



Dans le mémoire déjà cité [page 54], et relatif à la conversion des différences finies 
des puissances en intégrales définies, j’ai considéré un nouveau genre d’intégrales que 
j’ai désignées sous le nom d’intégrales extraordinaires, et qui ont quelques rapports avec 
le calcul des résidus. Je vais indiquer ici en peu de mots leur nature et leurs principales 
propriétés. 

Soient f(.v) une fonction de la variable x, qui ne s’évanouisse pas avec celle 
variable , r et li deux quantités réelles , dont la première reste positive , et u le plus 
grand nombre entier compris dans r -f- 1 . L’intégrale 

<•> y>- ' * • . 

aura nécessairement une valeur infinie. Mais , si l’on pose 



(a) j 


=*-£' (î) 1 
((**)) ’ 


l'intégrale 

(3) 


• ' C h f (*)- F (*) ix 

J o *'*’ 



obtiendra en général une valeur finie; et de plus on reconnaîtra facilement que le* seul 
moyen de rendre finie la valeur de l’intégrale (3), en prenant pour F (x) une fonction 
rationnelle et entière de la variable x, est de supposer F(x) déterminée par le 
moyen de l'équation (a). Sf l’on adopte celte hypothèse , l’intégrale (3) deviendra 



(4) 



/ ** i H*) r f (*) » j dx 

0 I *■ ° *•» ((*■))) *-*** ' 



Une seule intégrale de ce genre correspond à chaque valeur donnée de 1a fonction I»- 
* fi 
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< SB) 



Pour abréger , je désignerai l'intégrale (4) à l'aide de la caractéristique accentuée, 

fW ' ‘ ' 

et placée «levant le produit dx, onsortc qu’on aura 

rai r h jM.dx~ r h 

J o *’*' . J 0 I *" *-* ((**)) 



pt-#+ I 



De pluj, je nommerai l'expression (5) intégrale extraordinaire; et l’opération par la- 
quelle on la détermine, intégration extraordinaire. 

Pour généraliser la formule (5) , et la rendre applicable b toutes les hypothèses que 
l’on peut faire sur la valeur de la quantité réelle r , il suffirait d'admettre que , dans 
cette formule, r peut recevoir des valeurs négatives, et que, dans tous les cas, on 
désigne par n celui des termes de la progression arithmétique 



— a» 



-5,-4, — 5, — a, — î, o, î, a, 3, 4. 6....+ », 



qui est égal ou immédiatemcns inférieur à r -j-i. C'est ce que nous ferons désormais. 
Cela posé, il est clair que , si la quantité r devient négative , n sera négatif ou nul. 
On aura donc alors * 

L '<*> 



(*-*) (Ml 



= o , 



et par suite 

( 6 ) 






Ainsi , toutes les fois que l’on suppose r négatif, l'intégrale extraordinaire se confond 
avec l’intégrale ordinaire , et le signe J* peut être remplacé par le signe . 

Concevons maintenant que l’on représente par s une nouvelle variable , par 
f(x.s) une fonction des deux variables x, », et par 



lî) 5 = 



/: 



f(x,ï) r ((»,») i 

-, C- 



((*■)) 



P h ‘ . dx 

— =y o f ( M^. _ 



ce que devieut l’expression (5), quand on y remplace f(x) par f(x,s) . 
On aura évidemment 



o s- 



’S 1 df(x,'s) f d((t,s) î ) d» /"* ^i/f(a,i) dx 

5 J 0 j x* d» ~.T d», («-*)((*■)) -J 0 d« *'+■ 
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( 5 9 ) 

On trouvera de même , en intégrant par rapport à 
a = a. 1 = 6, 






s entre deux limiter quelconques 



• i/o | *» ^ Je Je X,$ “■r’ 4 '' 



Ainii l’on peut différencier et intégrer sous le ligne J' comme tous le signe J. En 

partant de ce principe , on déterminera sans peine les valeurs do quelques intégrales ex- 
traordinaires , comme on va le faire voir, 

i.* Problème. Déterminer la valeur de C intégrale extraordinaire 




r et s étant des quantité a potitives. 

Solution. Soit toujours n le plus grand nombre entier compris dans r + i . La 
différence n — r sera négative; et , en différenciant n Fols par rapport b s l’é- 
quation (10), ou trouvera 




On a d’ailleurs , en adoptant la notation de M. Legendre [ voyex la page 9 et la 5 s.* leçon 
de calcul infinitésimal]. 




Cela posé, la formule (11) donnera 



, . rf" S 

(>») — = (_.)•,— r(n-r) . 

Si l'on intègre n fois cette dernière par rapport b s, b partir de s — o; et , si 
l’on suppose, avec M. Legendre, que l’équatièn 

(• 3 ) r(r + .) =rr(r). 



établie pour des valeurs positives de la variable r, subsiste encore pour des valeurs 
négatives de la même variable , on trouvera définitivement 



l»4) 




T~(n-0 

T(n-r-a )...(- r) 



= a'r(— V). 
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On aura donc généralement 

(«5) ./ O °°o-^=*'r(-r). 

Corollaire i.*' Soit » — i : -on aura simplement 

C 6 > = 

Si, dans la formule (i 6), on remplace r par — r, on devra y remplacer en même 
temps lo signe J par le signe J ; et l’on retrouvera évidemment la formule qui 
sert à définir la fonction l’(r) , savoir , 



(«7) 



r™ 

J x’~'t~*d x = r (r) . 



Corollaire a,* En supposant la quantité r prise entre les limites o et î , on dé- 
montre aisément la formule 



(. 8 ) 



r(r)r(i— r) 



[voyez la 53.* leçon de calcul infinitésimal], que l’on peut ensuite étendre, en vertu de 
réqualion'(l3) , à des valeurs réelles quelconques de la quantité r. Si, dans la même 
formule , ou remplace r par — r, on en tirera 
O 

«’»» ■‘(■—0= ,(,+,) J, (r+,)it - 

Par suite, la formule (là) 'donnera 

r (r+i ) .sin (r-{-i )(T dx 



(vo) 



- 



l r t-' jLf- 

J O X'*' 



Si l’on prend la différence finie ni"” do chacun des membres de l’équation (so) 
par rapport à $ ; et, si l’on fait , pour abréger, As'==i , on trouvera 



(»>) 



a-s- = Iil±Jiîiîil±iil /V- — 
« ,/ O x'*‘ 



Quand on suppose r<m, on peut remplacer le signe J par le signe J~ , dans 
l'équation (ai), qui se réduit alors 6 la suivante 
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(*■■*) 



K O V ' + » ' 



Cette dernière coïncide avec une formule donnée par M. Laplace. 

Corollaire 3 .* Si l’on différencie , par rapport & r, l’équation (ao); et, si l'on dé- 
signe par la caractéristique I les logarithmes pris dans le système dont la hase est c , 
on trouvera 

/ 'ao 

/H 1 \ r _ , dx 

j (R— l*)e "(c - ' — i) . 



la valeur de R étant donnée par la formule 

(• 4 ) 



p d. Il" («■-+- 1 ) cos(r+l)ir 

rfr "*■" sin(r+i)ir 



Ajoutons que, si l’on nomme c la constante dont Euler fait mention & la page 444 
de son calcul différentiel, et dont la valeur approchée est 0,577*16... , on aura, en 
vertu d'une formule connue [voyez la 4 -* partie des exercices de calcul intégral de 
M. Legendre] 



(*S) 



^ r J;±iU_ c4 . . 

d r ./ o î-s 



Quand on suppose r<ro, on peut remplacer le signo J' par le signe^y , dans l’é- 



quation (* 5 ) , qui se réduit alors il la suivante 

4 ' 

r (r+i ) sin (r-f-i )» / ,oc 



(* 6 ) a-Cs'fs): 



T _ . . . v « dx 

(R— — 1 ) — 



Si r + i devient précisément égal au nombre entier n, sin (r + 1 ) « s’évanouira; 
mais on tirera des formules (*4) et (*6) combinées entre elles 

(*7) ' 4 *(s"'" , ls) = r(n) . cosnrr.y^ — O'jT - * * 

ou , ce qui revient au même ' 

(* 8 ) A-(»— Is) = (—1 )‘i.*. 3 ... (n— 1 ) f* x~ t ‘e~ ,x (e ~ x — » )"dx. 

*■• Problème. Déterminer le* valeurs des intégrales extraordinaires. 

jn'*> dx _ /* K 

(*0) J e~ , ‘ r c.ostx ^^7 , ( 3 o) J ^ c“"*t 

• • 

f et s étant des quantités positives. 



'» . dx 

_, 'sin lu: — — — 

Æ ,+ ' 

c 



'Y*' 
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Solution. En opérant comme dans le premier problème , et ayant égard aux formules 
(i3) de la 3a.' leçon de calcul infinitésimal , qui subsistent dans le cas même oit n 
devient un nombre quelconque , on trouvera 



dx __ (s-Ht/-,; 



(5i) 



(/‘"«-"co* ' r " / 

n afatgif-xr te'YÏÏ-WYÏÏ r( — r) ; 
\J O X'*' a\/r, v ' 

on , ce qui revient au même, 

| y^ 0 *e-‘ x c°»ta :^77 = (** + t , ) : cos (r arctang j) . r ( — r) , 
[j* o — +*’) î sin^r arctang |^.r( — r) . 



(ôa) 



Si , dan» le» équations précédentes , on changeait r en — r , il faudrait en même 
temps remplacer le signe J par le signe J , et l’on se trouverait ramené aux for 



mules connues 



(53) 



[ C e~'* cos txdx = — cosfr arctang-) 

1 <-^ ° *' 



(»*+*•): 



' f x’~‘e~“ aiatxdx = — — sin fr arcUng ^ 



Corollaire. Si, dans les équations (5*), on prend » = o , et t positif , elle» donneront 



( 34 ) 



/ /’ * dx rir 

I / cos tx • — = t'cos — ,r( — r) 

\J O Œ'*> 1 ' ’ 



I /■*'« . dx 

/ SID tX 

. \ J O *'+■ 



■ /' sin — . r ( — r) . 

a ' ' 



De ces dernière» combinées avec l’équation ( 19 ) on déduit facilement les deux formules 

(35) , 

I /’* /<■ + • \ dx r 

F / COS — ! * — tx) — —7 J ;t - * 



V 
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5.* Problème. Déterminer la valeur de l’intégrale extraordinaire 

(36) y"o" _ *‘co»[~ n + 2S!r] “777 • 
r et s (fiant des quantités poeitires. 

Solution. Comme on a , en vertn d’une formule connue [voyez la 4°.' leçon de calcul 
infinitésimal j , 

(37) e-'‘=-ï J # e -,, c<t» ïxz.t^i , 

on trouvera 

(38) /: (^T "+”*) Srr =: ^/'o Z> ~" dt • 

Z étant une fonction do z déterminée par l’équation 

(5<j) Z— f!"* co *['t L, + a( * + ^ , J +co *[ I T i+a (‘ — ,5Î '] </x 
J O 3 ’ 

D ailleurs, en vertu des formules (35), on aura, pour toutes le» valeurs positives de r, 
fo ” co ‘[ I i :i -+*(s + 0*]^ r = o, 

pour des valeurs de s inférieures h s , 

yT 004 ["T~’ r+ *(•-*) • 

, • . ~ • \ «*. 
et , pour des valeurs de z supérieures à s , 

Kn conséquence, la fonction de z, représentée par Z, sera toujours nulle entre 
les limites * = 0 , i = s; mais entre les limites s = », z — * , on aura 

Cela posé , l'équation (38) donnera 
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On peut quelquefois se servir des intégrales extraordinaires pour découvrir le* rela- 
tions qui existent entre des intégrales ordinaires. C’est ce que je vais montrer par un 
exemple. 

4.* Problème. Déterminer U rapport des deux intégrales 



(40 dæ , (40^/7 



(‘-•rv/-0'+( s +*l/-0' 



‘‘dx,- 



r et s désignant des quantités positives. 

Solution. Pour résoudre la question proposée, il suffira de transformer les intégrales 
(4i) et (40 en intégrales extraordinaires à l’aide des formules (5i) cl (34)- En effet , 
on tire des formules (54) 



x'c 



r cos [ — — six] — x'cos — ’cosssx-f-æ'sio— sin ssx 
\ u J a ! a 

cosîsj d z sio j /*'* . rft 

— — - — - / cotxz — — — — - /' èinxi *— — - 

p f-r)oÇ 0 * ,+ r(-r) J o 

= 7 

et par suite , l'intégrale (40 peut cire réduite à l’expression 

< Z dl 

r[-T)J o z'*‘ 

la valeur de Z étant 

» ' 

Z=^^ P « - *'C 08 (s S + î)x. dx * 

On aura donc , 

/ » rrw T . *»»-*•* f» 1 ,, 4* 

# Ve—cos[ T -,sx ] dx = TT - r) J <> 

, * 

De plus, on tirera de la formule (5i) 

■ A V-co. 

2 r(r )J o *■+• 

et par conséquent, l’intégrale (40 prendra la forme 

i /’’* » rfl ■ * 

• . \ f(-0 J ° z * ,+ " • 
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la râleur de Z étant 



( C5 ) 



On aura donc 

(44) 



=f. 



1 , m —ï** 

t * co$ zx.dx= — c 4 • 
o a 



/ *” (>-xV/^)'+(3+ry/-,) t c -„ dx _ ** f* 00 de 

0 3 r(-r)t/ O e z’+' ‘ 

Si maintenant on compare l’équation (43) à l’équation (44) • on trouvera 

^ 0 ^'«“'’cos^y — asxj dx = e~“^^ > ( 9 . + r t/-0 +(»-xj/-i) 



(45) 



On «e trouve ainsi ramené il une formule que nous avons établie par une autre méthode 
dans le Bulletin de la Société philomatique de 183a. 

Corollaire. Si, dans l’équation (45) on suppose r = n, n désignant un nombre 
entier , on aura 

cos(— — 3s®) = ( — i)ïcosîsa , 



si n est pair, et 



cos 



(~ — asxj = ( — 1) «‘ai 



sm asx , 



si n est impair. Si, dans la mémo hypothèse, on développe le second membre delà 
formule (45) , et si l’on a égard à l’équation 



(46) 



s: 



X , "e“*’(fX: 



i.3.5...(an-i) 

a" 



(47) 



on trouvera , pour des valeurs paires do n . 

/ o» 

x°e -i ’cos asx. dx — 

.] 

et pour des ?alcurs impaires de n 

/ |O0 

0 

(-« rr ^ t * ^. n ( ^ iO ( ? ) ( n • 5 ) ] 

La formule (4) s’accorde avec l’équation (18) de la page 54 



(48) 



“'’sina sx. rfx= 



10 
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SUR LES MOMENTS LINÉAIRES. 

✓ 



La théorie des moment * liniairts se lie intimement, d’un côté, & la théorie des mo- 
ments des forces , pris par rapport II un point fixe , et représentés par des surfaces 
planes; de l’autre, à la théorie des couples établie par M. Poinsot: et fournit, comme 
cette dernière , les moyens de simplifier la solution d’un grand nombre de problèmes 
de mécanique. Elle a d’ailleurs l’avantage de faire disparaître les difficultés que présente , 
dans certains cas, le choix des signes qui doivent affecter les surfaces désignées sous le 
nom de moments. Enfin elle s’applique, non-seulement aux forces, mais encore à toutes 
les quantités qui ont pour mesure des longueurs portées sur des droites , dans des di- 
rections déterminées, par exemple , aux vitesses et aux quantités de mouvement. Nous 
nous bornerons , dans cet article , à exposer les principes de la nouvelle théorie , et nous 
considérerons en particulier les moments linéaires d’une ou de plusieurs forces appli- 
quées è un seul point. Pour que l’on puisse facilement comprendre ce que nous avons 
è dire à ce sujet , il est d’abord nécessaire de rappeler quelques définitions générale- 
ment adoptées. 

Soit P une force quelconque appliquée au point matériel (A ) , et représentée 
par une longueur Ali portée à partir du point [A) sur sa propre direction. Si, 
d’un autre point (O) pris à volonté dans l’espace, on abaisse une perpendiculaire 
sur la direction de la force P , le produit de cette perpendiculaire par la force elle- 
même représentera le double de la surface du triangle O A B , quia pour base la 
force AB, et pour sommet le point (O). Ce même produit , équivalent , comme 
ou vient de le dire , au double de la surface O A B , est ce qu’on appelle le moment 
’dè la force P, par rapport au point (O). l>c plus, le plan du triangle O AB. 

«Ju , eu d'autres termes, le plan qui passe par le point (O) et par la force AB . 
est ce qu’on nomme le plan du. moment. Cela posé , il est clair que le moment d’une 
force AB reste le même, lorsque, sans changer la direction de la force, on dé- 
place le point (A) de manière à le transporter on uu autre point (A') de la direc- 
tion dont il s’agit. En effet , si , sur la droite AB prolongée , on prend A’B' = AB, 
l«s deux .triangles O AB, 0/tB\ auront des liâtes égales avec la rné-mc hauteur, 
et- par conséquent des surfaces égales. 

Le moment d’une force n’étant' autre chose que le produit de cette force par la 
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perpendiculaire abaissée d’un point donné sur sa direction , le point h partir duquel on 
abaitse la perpendiculaire, s’appelle l’origine ou le centre des moments. Lcplus souvent , 
on place le centre des moments b l'origine même des coordonnées. La droite menée du 
centre des moments au point d'application de la forco sera désignée sous le nom de 
rayon vecteur. Ce rayon vecteur est l’un des côtés du triangle OAB , dont la sur- 
face doublée équivaut au moment de la force A B; d’où il est aisé de conclure qu’on 
obtiendra encore un produit égal à ce moment , si l’on multiplie le rayon vecteur O A 
par la perpendiculaire abaissée du point (B) sur ce rayon recteur, ou, ce qui re- 
vient au même, parla projection de la (bree AB sur un plan perpendiculaire au 
rayon vecteur 

Si l’on projette sur un plan quelconque le centre des moments et la force AB , 
on obtiendra en même temps , pour projection du triengle OAB, un nouveau 
triangle qui aura pour sommet la projection du point (O), et pour base la projec- 
tion de la force AB. Ce nouveau triangle sera donc celui dont la surface doublée 
mesure le moment de la force projetée par rapport à la projection du centre des mo- 
ments. Ainsi , le moment de la projection d’une force sur un plan quelconque est égal 
ù la projection sur ce même plan d’une surface équivalente au moment de la force 
donnée et comprise dans le plan du moment. C’est ce que nous exprimerons en disant 
que le montent de la projection d'une force ne diffère pas de la projection de son mo- 
ment. 

Le plan du moment d’une force A B = P peut tourner dans deux sens différents 
autour du centre des moments. Si l’on vient ù fixer ce même centre , et que le rayon 
vecteur se change en une droite rigide , la force appliquée à l’extrémité mobile de cette 
droite tendra évidemment à imprimer au plan du moment un seul des deux mouvements 
de rotation qu’il peut prendre. Supposons que ce mouvement s’effectue et que l'on ait 
élevé par le centre des moments un demi-axe perpendiculaire au plan : un spectateur 
qui posera les pieds sur le plan de manière à s'appuyer contre le demi- axe, verra les 
différents points du plan se mouvoir , en passant devant lui , de sa droite % sa gauche 
ou de sa gauche à sa droite; ce que nous exprimerons en disant que le mouvement de 
rotation a lieu de droite à gauche ou de gauche à droite (*). On doit observer au reste 
que si , par le centre des moments , on élevait à la fois deux demi-axes perpendicu- 
laires au plan du moment , le même mouvement de rotation parattraît s’effectuer au- 
tour de l'un de ces demi-axes de droite à gauche , et autour de l’autre , de gauche & 
droite. Revenons maintenant au cas où l’on trace un seul demi-axe , et supposons que 



(*) Le moyen que nous employons ici, et à l’aide duquel on distingue facilement Ici deux espèces de mou- 
vements de rotation que peut prendre un plan tournant sur lui-même autour d’an point donné, est celai dont 
il. Ampcre a fait usage dans la Théorie de l'électricité dynamique. 
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ce soit précisément celui autour duquel le mouvement de rotation s’effectue de droite à 
gauche. Si , à partir du centre des moments , on porte sur ce demi-axe une longueur 
numériquement égale au moment de la force P , on obtiendra ce que nous appellerons 
le moment linéaire de celte force. La direction de ce moment linéaire sera celle du 
demi-axe sur lequel il SC compte; et son intensité aura pour mesure le moment même 
de la force P. 

Concevons à présent que, dans le plan du moment de la force P, on fasse varier 
cette force en grandeur et en direction , de sorte qu'ello se change en une nouvelle 
force P' toujours appliquée au point ( A ) et propre h faire tourner le plan dans 
le même sens que la première, autour du centre des moments. Les moments linéaires 
des deux forces P , P', devront être portées sur le même demi -axe ; et si l’on pro- 
jette ces deux forces sur un plan mené par le point [A) perpendiculairement au 
rayon vecteur, les projections auront encore la même direction. Imaginons ensuite que 
le plan du moment de la force P' vienne à se détacher du plan du moment de la 
force P , en tournant d’une certaine quantité autour du rayon vecteur. Pendant ce 
mouvement, deux demi-axes perpendiculaires au rayon vecteur, aboutissant à deux 
points différents de ce rayon , et assujettis è tourner autour de ces points avec le plan du 
moment de la force P , décriront évidemment des angles égaux. Or, comme on peut 
supposer que ces deux demi-axes coïncident , le premier arec la projection de la force 
P' sur le plan mené parle point ( A ) perpendiculairement au rayon vecteur, le 
second avec le demi-axe mené par le point (O) et sur lequel on compte le moment 
linéaire de la même force, nous devons conclure qu’après l’arrivée de la force P' 
dans sa nouvelle position, les moments linéaires des forces P , P', comprendront 
entre eux le même angle que les projections de ces forces sur le plan perpendiculaire 
au rayon vecteur. Il est d’ailleurs essentiel d’observer qu'il suflit de choisir convena- 
blement l'intensité de la force P', sa direction par rapport au rayon vecteur dans 
le plan de son moment , et la quantité dont on fait tourner ce même plan , pour que 
cette force, parvenue dans sa nouvelle position, coïncide avec une force quelconque 
menée par le point ( A ). On peut donc énoncer la proposition suivante ; 

Si deux forces quelconques appliquées au point ( A ) sont projetées sur un plan 
perpendiculaire au rayon vecteur qui joint le point ( A ) avec le centre des moments, 
les projections formeront entre elles le mime angle que les moments linéaires des forces 
données. 

Considérons maintenant, avec deux forces P, P', simultanément appliquées au point 
(A ) , la résultante R de ces deux forces. Soit toujours (O) le point pris pour 
centre des moments, et supposons que l’on construise lout-à-la fois les moments li- 
néaires des forces P, P', R, avec les projections de ces forces sur le plan mené par 
le point (A ) perpendiculairement nu rayon vecteur. D'après ce qu’on vient de dire , 
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les moments linéaires formeront entre eux les mêmes angles que les projections des 
forces correspondantes ; et de plus ces moments linéaires seront , en vertu de leur défi- 
nition même , respectivement égaux aux produits qu’on obtient en multipliant le rayon 
vecteur par les projections dont il s’agit. Cela posé , concevons , i.* que les droites 
AB, AC, AD, représentent en grandeur et en direction les projections des forces 

P, P , Ri 

ï.“ que les droites OE, O F, OG, représentent en grandeur et en direction leurs 
moments linéaires. Les trois dernières droites seront proportionnelles aux trois pre- 
mières , et , prises deux b deux , elles formeront entre elles les mêmes angles. Par suite t 
les deux figures ABCD, O EFG, seront entièrement semblables. Or, la force 
projetée AD étânt la résultante des forces projetées A B, AC, la figure ABCD 
est nécessairement un parallélogramme ; donc la figure OE F G en sera un également. 
Donc le moment linéaire O G de la résultante R sera la diagonale du parallélo- 
gramme construit sur les moments linéaires des composantes; et, pour l’obtenir, il 
sullira de mener par l’extrémité du moment linéaire de la force P une droite égale et 
parallèle au moment linéaire de la force P', puis de joindre le centre des moments 
avec l’extrémité de cette droite. Ainsi les moments linéaires se composent comme les 
forces elles-mêmes , et b l'aide de la même construction. Cettè remarque ne se borne pas 
au cas oii l’on considère deux composantes; elle s’étend à un nombre quelconque de 

forces P, P', P°, etc Car il est clair qu’en répétant plusieurs fois de suite la 

construction indiquée d’une part sur les forces combinées deux b deux, de l’autre sur les 
moments linéaires correspondants, on obtiendra par le même procédé, i.“ la résultante 
de toutes ces forces, 2.* le moment linéaire de cette résultante. Enfin, la remarque 
subsiste , quelles que soient les directions des forces données et celles de leurs moments 
liuéaires respectifs, et par conséquent dans le cas même où quelques-unes de ces direc- 
tions viendraient b coïncider. 

Pour indiquer que le moment linéaire de la résultante de plusieurs forces P, P', P°... 
résulte de la composition de leurs moments linéaires, nous le désignerons désormais 
sous le nom do moment linéaire résultant. 

Dans le cas particulier où les plans des moments de deux forces coïncident , c’est- 
à-dire , lorsqu’un seul plan renferme b-la-fois le centre des moments et les deux forces , 
leurs moments linéaires se comptent évidemment sur un seul axe perpendiculaire au 
plan dont il s’agit. De plus, ils se comptent sur cet axe dans le même sens ou dans des 
sens opposés , suivant que les forces données tendent b faire tourner le plan qui les ren- 
ferme dans le même sens ou en sens contraires. Si toutes les forces P, P’, P". . . appli- 
quées au point matériel (A), se trouvaient comprises avec le centre des moments 
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dans un plan unique , tous les moments linéaires se comptant alors sur le même axe , le 
moment linéaire de la résultante serait égal à la somme des moments linéaires des com- 
posantes , pris arec le signe -4- ou arec le signe — , suirant que les forces correspon- 
dantes tendraient à faire tourner le plan de tous les moments dans le même sens que 
la résultante ou dans lo sens inrerse. 

Revenons au cas où les moments linéaires des forces P, P', P’, etc. , ont des direc- 
tions quelconques. Dans ce cas , au lieu de construire géométriquement le moment li- 
néaire de la résultante , on pourrait déterminer analytiquement son intensité et sa di- 
rection. En effet, soit H cette résultante , et désignons par 

P- P'- P" r > 

I 

les perpendiculaires abaissées du centre des moments sur les directions des forces 

p, p\ P". n. 

Les moments linéaires des mêmes forces seront représentés par 

Pp, P'p 1 , P’p' Rr -, 

et, si l’on suppose que ces moments linéaires forment respectivement, avec la demi- 
axe des x positives, les angles 

/; 

avec le demi-axe des y positives , les angles 

K.f*'» I*' m t 

avec le demi-axe des s positives , les angles 

» » » « > 

les produits 

P p cos 1 , P’p' cos V, P'p" cos **.... Rr cos t , 

P p cos p , P'p' cos /, P'p" cos Rr cos ns , 

Pp cos » , P'p' cos P'p’ cos **.... R r cos n . 

seront ce qu’on peut appeler les projection! algébrique! des moments linéaires dont il 
s’agit, sur les axes des x, y, s. Cela posé, puisque le moment linéaire Rr est & 

l’égard dos autres ce qu’est la résultante R à l’égard des forces P, P', P’ les 

relations trouvées entre les projections algébriques des forces 
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P,P‘ P“ B, 

subsisteront nécessairement entre les projections algébriques des moments linéaires 

Pp.P'p', Py Br. 

En conséquence , la projection algébrique sur chaque axo du moment linéaire résultant 
sera égale b la somme des projections algébriques sur le même axe des moments li- 
néaires des composantes. On aura donc les trois équations. 

i Br cos 1-^zPp cos X + P'p' cos X 4- P“p' cos X* 4* etc , 

(i) | flrcosm=/ > pcosfi-4-/ , 'p'coS(i-4-P*p'co8f»‘’-i- etc , 

\ Br cos n = Pp cos « 4- P'p' cos »' 4 - P'p“ cos »* 4- etc 

Si b ces trois équations on réunit la suivante 

( 9 ) • cos’ 1 4 - cos’ m 4* cos’ n = 1 , 

on obtiendra en tout quatre équations suffisantes pour déterminer les valeurs des quatre 
inconnues 

Br, l, m, n, 

c’est-à-dire , la direction et l’intensité du moment linéaire résultant , toutes les fois que 
l’on connaîtra en grandeur et en direction les moments linéaires des forces P, P', etc. 
Les seconds membres des équations ( 1 ) étant, dans cette hypothèse, des quantités 
connues , si , pour abréger , on les désigne par 

L.il, N, 

ces équations deviendront respectivement 

(3) Br cos l=L, Brco$m = M, Brçosn = N. 

Or on tire de ces dernières , en ayant égard b la formule (s) , 

(4) ( flr)*= L*4- M‘4- N’. 

Donc , par suite , 

(5) /îr=t/(L»4-M*-|-lV*). 

L’intensité Br ou la grandeur du moment linéaire résultant étant ainsi déterminée, 
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on obtiendra les angles t, m,n, que sa direction forme avec les demi-axes des coor- 
données positives , par le moyen des équations 



( 0 ) 



. LUN 
co si= -= — , cos m=-— , coa n=—— . 
Jtir lir ]\r 



Ces angles seront aigus ou obtus, suivant que les quantités L, M , N seront positives 
ou négatives. 

Les calculs qui précèdent subsistent, quel que soit le point de l'espace que l’on ait 
pris pour centre des moments. Dans le cas particulier où ce centre coïncide avec l’origine 
des coordonnées, on peut exprimer les projections algébriques du moment linéaire de 
chaque forco en fonction de l’intensité de cette force , des coordonnées de son point 
d’application et des angles que forme sa direction avec les demi-axes des coordonnées 
positives. On y parvient facilement h l’aide des considérations suivantes. 

Le moment do la force P appliquée au point {A), savoir, Pp représente, 
comme on l'a dit ci-dessus, le double de la surface du triangle OA B qui a pour 
base la force AB = P, et pour sommet le point (O), centre des moments , c’est- 
à-dirc , dans le cas présent , l'origine des coordonnées. La surface de ce triangle est 
donc 

±Pp. 

En la multipliant par cosl, c'est-à-dire, par le cosinus de l’angle que forme la di- 
rection du moment linéaire avec le demi-axe des x positives , on obtient la moitié 
de la projection algébrique de ce moment linéaire. Or , le moment linéaire se comptant 
sur l’un des deux demi-axes perpendiculaires au plan du moment Pp , et l’axe des x 
étant perpendiculaire au plan des y,t, l'angle X sera évidemment l’un de ceux 
que le plan du moment fait avec le plan des y ,z, et qui, étant suppléments l'un de 
l’autre, ont, au signe près, le même cosinus. D’ailleurs, si l’on multiplie une surface 
plane par le cosinus de l'angle aigu compris entre le plan qui la renferme et un autre 
plan pris à volonté , on aura pour produit la projection de la surface sur le dernier 
plan. Donc le produit 

-Pp cosX 

sera égal, au signe près, à ta projection du triangle O AB sur le plan des y, z . 
Donc , par suite , la projection algébrique du moment linéaire , savoir , 

PpcosX 

sera égale, au signe près, au double de 1a surface du triangle projeté, ou, en d’autres 
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termes . au moment do U force P projetée elle-même sur le plan des y,t. Ajou- 
tons que le produit Ppc osx sera positif ou négatif, suivant que l’angle X, formé 
par la direction du moment linéaire arec le demi-axe des x positives sera aigu on 
obtus , c’est-à-dire , en d'autres termes , suivant que la force P tendra à faire tourner 
le plan de son moment de droite à gauche ou de gauche à droite autour de la perpen- 
diculaire au plan prolongée de manière à former avec la direction des x positives un 
angle aigu, et, par conséquent, autour du demi-axe des ce positives. Or, comme un 
plan mené par ce demi-axe et par le point (A ) laisserait d’un même côté la force P et 
«a projection sur le plan des y, s , il est clair que celte projection tendra elle-même 
à faire tourner le plan des y, s autour du demi-axe des x positives , de droite à 
gauche dans le premier cas , et de gauche à droite dans le second. On peut donc con- 
clure que le produit Pp cosl, c’est-à-dire, la projection algébrique du moment li- 
néaire de la forco P sur l’axe dos ce positives, sera égal au moment de la force 
projetée sur le plan des y , s , ce dernier moment étant pris tantôt avec le signs -f- , 
tantôt avec le signe — , suivant que la force projetée tendra à faire tourner le plan des 
y, s de droite à gauche ou de gauche à droite autour du demi-axe des x positives. 

On prouvera de même que la projection algébrique du moment linéaire de la force P 
sur l’axe des y ou des ; est égale au moment de la force P projetée sur celui 
des plans coordonnés auxquels cet axe est perpendiculaire, le dernier moment' étant pris 
avec le signe 4- ou avec le signe — , suivant que la force projetée tend à taire tourner 
le plan dont il s’agit de droite à gauche ou de gauche à droite autour du demi-axe des 
y ou des s positives. 

Considérons maintenant l’angle solide trièdre qui a pour arêtes les trois demi-axes des 
coordonnées positives , et concevons qu'un rayon mobile d'une longueur indéfinie , mené 
par l’origine, fasse te tour de cet angle solide, en s’appliquant successivement sur les 
trois faces. Son mouvement sur chaque face sera un mouvement de rotation , de droite à 
gauche ou de gauche à droite , autour de l’arête perpendiculaire à cette face. De plus , 
il est aisé de voir que les trois mouvemens de rotation sur les trois faces , c’est-à-dire , en 
d’autres termes , sur les trois plans coordonnés , seront de même espèce. Par exemple , 
si la disposition des demi-axes des coordonnées positives OX , O Y , O Z , est celle qui 
se trouve la plus usitée , les trois mouvements de rotation auront lieu de droite à gauche 
autour de ces trois demi-axes , lorsque le rayon mobile , en faisant le tour de l'angle so- 
lide, passera successivement de la position OX à la position OY , et de celle-ci 
à la position OZ, pour revenir ensuite à la position OX. Si le detni-axe des s 
positives se trouvait transporté de l’autre côté du plan des x , y , alors les mouvements 
de rotation de droite à gauche auraient lien dans le cas oü le rayon mobile prendrait 
successivement les trois positions 

'» 

ox, oz, or. 

■ i 
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pour revenir ensuite directement de la position O Y à la position O X . 

Afin de Itien distinguer les deux espèces de mouvements que peut prendre un ravon 
«nobiiu assujetti à passer par l'origine et à parcourir l'une après l’autre les trois laces 
de l’angle solide O X Y.'X , nous dirons que ce rayon mobile a dons chacun des plans 
coordonnés un mouvement direct de rotation , s’il passe successivement de la position 
Q.X à la position O Y , ut de celle-ci à la position O X ; nous dirons , dans le cas 
contraire, que lu même rapon vecteur a un mouvement de rotation rétrograde. Cela 
posé, si l’on adopte la disposition la plus ordinaire pour les demi-axes des coordonnées 
positives, les mouvements direct» de rotation autour de ces demi -axes auront lieu de 
droite it gauche , et les mouvements rétrogrades, de gauche h droite. 

Je reviens aux projections algébriques du moment linéaire de lu force P, et je vais 
d’abord chercher mie nouvelle expression de la projection algébrique de ce moment 
sur l’axe des x, en admettant, pour fixer les idées, la disposition la plus commune 
des demi e vos des coordonnées positives. La force P pouvant être remplacée par ses 
trois composantes rectangulaires , la projoction algébrique do son moment linéaire sur 
l’axe des x sera égale il la somme des projections algébriques sur le même axe des 
moments linéaires de ces trois composantes , ou , en d’autres termes , il la somme des 
moments des mêmes composantes projetées sur le plan des y,s, ces derniers mo- 
ments étant pris avec le signe -f- ou avec lo signe — , suivant que les forces projetées 
tendront b imprimer an pion des y , s un mouvement de rotation direct ou rétro- 
grade. Or, si l’on nomme i , S , 7 les angles formés par la force P avec les axes 
des x,y, s, prolongés dans le sens des coordonnées positives, les trois composantes 
rectangulaires de P seront représentées par los valeurs numériques des trois produits 

. ‘ * 

P cos * , P cos 5 , P cos y . 

Si d’ailleurs on projette ces composantes sur le plan des y, la première se trouvera 
réduite à xéro, tandis que les deux autres conserveront leurs intensités respectives. Euiin 
il e»t clair que les projections des deux dernières composantes agiront suivant des droite* 
menées parallèlement aux axes des y et : par la projection du point d’application de 

la force P. Soient 

». y. a 

les coordonnées de ce mémo point dans l’espace. La projection de la composante pa- 
rallèle b l’axe des : aura uu moment égal au produit de son intensité par la perpen- 
diculaire abaissée de l’origine sur sa direction , c’est-à-dire , par la valeur numérique de y. 
Ce moment sera donc représenté par la valeur numérique du produit P cos 7 X y- On 
prouvera de même que la projection de la composante parallèle à l’axe des y a un 
moment représenté par la valeur numérique, du produit P cosjs X a. Ajoutons que. 
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de» deux projection» dont il t'agit , la promise tendra à produire un mouvement de ro- 
tation direct , si Pcosy et y sont de même signe , c’cjl-à-dirc , si le produit Pycat y 
est positif; la seconde, si P cos y et : sont de signes différents , c'est-à-dire , en 

d’autre» terme», si le produit Pt c<w fi est négatif. Les mouvements de rotation de- 
viendraient rétrogrades dans les suppositions contraires. Par suite, pour obtenir les pro- 
jections algébriques sur l'axe des x dos moments linéaire» que fournissent tes deux 
composantes de la force P parallèles aux axe* des s et des y-, il faudra prendra 
le produit 

P y cos y 

I 

avec le signe -f~> cl le produit 



Pt cos p 



avec le signe — . La somme des deox résultats, savoir, 

P (j'coi y — i cos p) , 



devant être équivalente à la projection algébrique sur l’axe des x du moment linéaire 
de la force P, on aura nécessairement 



Pp cos X=P(ycos y — s cosp). 

On trouverait de même , en projetant les moments linéaires de la force P et de ses 
composantes sur les axes des y et des s , 

Pp cos a = P ( : cos a — x cos y) , 



Pp cos » = P (xcos£ — vcot «) . 
U est au reste essentiel d’observer que Los trois équations 

, i l*»: . % 

! P p COS 1 = P (je COS y — CO* 0 ) , 



( 7 ) 



Pp cos /i=P(: cos a — cos y) , 
l PpCO*»=P(xCO»p— COS >), 



•c 



ont lieu seulement dans le cas où l’on adopte pour les demi-antes des coordonnées posi- 
tives la disposition la plus ordinaire , c'est-à-dire , lorsque les mouvements de rotation 
de droite à gauebe autour do ces demi-axes sont en même temps des mouvement» di- 
rects , et tendent à faire passer un rayon mobile 
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dans le plan des z, x, 
dans le plan des x, y. 
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de la direction des y positives à la direction des i positives ; 

de la direction des z positives à la direction des * positives ; 

de la direction des * positives è la direotion des y positives • 



Si les mouvements de rotation de droite à gauche autour des mimes demi-axes deve- 
naient rétrogrades , alors il faudrait remplacer les formules (7) par les suivantes : 

/ Pp CO*lx=P(z CO>P — y coi y ) , 

(8) ' Ppcosp = P(xcosy — s cos a), 

\ Pp cos »=P(_y cos « — xcosS). 

Lorsque , dans chacune des équations (7) , On supprime le facteur P commun aux 
deux membres , elles se réduisent h 



(9) p cos X=y cos 7 — z cos p , p cos f» = * cos a—x cos 7, p cos » = æ cos p — y cos *. 
On peut de la même manière réduire les équations (8) è 

(10) p cos *=a cos p— y cos 7,p cos = x cos 7 — z cos a ,p cos » =y cos *— x cos p. 
Enfin on peut comprendre les équations (9) et (10) dans la seule formule 



, . rcosv-scosS z cos a-x cos 7 *cos8*ycosa , 

(,,) L 1 i- = L = =±p, 

' COS 7 COS (S COS V 



la lettre p devant être affectée du signe -f- ou du signe — , suivant que les mouve- 
ments de rotation de droite è gauche autour des demi-axes des coordonnées positives 
sont des mouvements directs ou rétrogrades. Ajoutons que , dans l’un et l’autre cas , les 
équations (9) ou (10), combinées avec la suivante , 

«• • —, ii • • 

(l*) COS*l-{-COS’jl-f-COS , *= 1 , 

donneront 

(i 3 ) p" = {y cos 7 — t cos p)’+ (s eus a — x cos 7)’ + (x cos p — y cos a)* 

= SS* 4-7'’ + *’— ■'(«* cos a COS P -4- « COS 7 )*. 

On trouvera donc, pour l’expression de U perpendiculaire p abaissée du centre des 
moments sur la direction de la force P, - 
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{'4) P = L(y cos y — * CO»p)* + (ï cos « — xcos v)‘ + (®CObP — J cos «)•]: 

= [*■+>’+*’ — (xcos a+J'COSp-f * CO»v)*]« . 



Après aroir ainsi déterminé la valeur de 
par le moyen des formules 



. -, . , y eo» y 1 cos 8 

( j 5) co s i = ds ; - , cos (i = 

P 



p, on obtiendra celles des angles 1,)»,», 



, ICOS a- arcos y XCOsB-vcoSa 

a: -, cos » =d= — - , 

P p 



dont les seconds membres devront être affectés simultanément du signe que l'on placera 
devant la lettre p dans la formule (î î). Les valeurs précédentesde cosl, cos«, cos», 
satisfont évidemment aux deux équations de condition 



(| 6 ) COS * COS>-J-COSj5 COSf«-(-COS 7 cos*=o, x cos 1 + j cos p 4 - 1 cos«=o. 

Or, comme les demi-axes des coordonnées positives forment les angles *,p,y avec 
la direction de la force P, et les angles >, p, * avec la direction du moment li- 
néaire Pp , la somme 

« COS l cos 1 COS p COS COS y COS » 

représente nécessairement le cosinus de l’angle compris entre les doux directions. Donc 
la première des deux équations ( 16 ) exprime que ce cosinus est nul , ou , ce qui revient 
au même , que les deux directions se coupent & angles droits. De même , puisque le 
rayon vecteur mené de l'origine au point d’application de la force P a pour pro- 
jections algébriques sur les axes les coordonnées x.y.z, et forme par conséquent 
avec les demi-axes des coordonnées positives , des angles qui ont pour cosinus respectifs 

f y * 

l’angle compris entre la direction de ce rayon vecteur et celle du moment linéaire aura 
évidemment pour cosinus 

x eosl-J-y cosu+scosv 

V'(*’+,r , +* ; ) * 

Donc la seconde des équations (tC), qu’on obtient en égalant ce cosinus 6 zéro, ex- 
prime que la direction du moment linéaîrè est perpendiculaire à celle du rayon vecteur. 
Ainsi , en partant de cette seule remarque , que le moment linéaire se compte sur une 
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droite perpendiculaire, non -seulement à la force P , mai* encore au rayon vecteur, 
on aurait pu établir immédiatement les équations (iC) , desquelles on déduit la formule 



, , yeos-/-;COs5 : cos* - x cos 7 XCOS&-YC03* 

117) a ! L_ = : — ; 

C«S> cos p cos» 

par l’élimination successive des trois coordonnées x,y, z. Ajoutons que l'équation ( 1 4 > 
peut ollc-môrae se démontrer directement. En eiTet, le rayon vecteur mené de l'origine 
au point d’application de la force P est représenté par 



et l'angle que forme U direction de ce rayon vecteur avec celle de la force P, ayant 

pour COSÎQU6 

X cosa-f- y 00s COS 7 

vé(*’+r+*’) ’ 

aura nécessairement pour sinus 




(xcosa-j-y cosft-f-r cosy) 1 * ] 1 [x’+y’ +:*- (x cosa-j-y eos{> ■+• 1 cos 7 )’]* 

*•+7*+** J vi* , +y'+*') 



Or, en multipliant ce sinus par le rayon vecteur , on obtiendra évidemment pour pro- 
duis la valeur de la perpendiculaire p , telle que la donne l'équation (i4). 

Des formules (14) et (ty) réunies, on déduit facilement la formule (11). Pour y 
parvenir , il suffit de s'appuyer sur un théorème d'algèbre en vertu duquel P équation 

• a s» 

T— T ~ pr — etc. . 

entraîne toujours la suivante 



Jl üL ïü c jc - ± 

b ~ b' ~ ** ~ \/(f+V' + b"'+...) 

[Poya VAnalytt algébrique. , note II, 14.' théorème.] Ce théorème, appliqué à U 
formule (17), reproduit [ en vertu de l’équation (t4)J 1» formule (11); mais il ne 
donne pas le moyen de décider quel signe on doit attribuer , dans la formule (il), 4 la 
quantité p . 

Concevons maintenant que plusicnrs forces 

P , P\ P’ 
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»o trouvent simultanément appliquée* au point (A ) qui a pour coordonnée» x,y ,t. 
Désignons par 7 Î leur résultante, et par 

*.?>7S *'»?'» •">$“} t' ’f ” «.*»*> 

les angles quo les directions des force» 

P, P', P“ /?. 

forment avec les demi-axes des coordonnées positives# Les équat ions ( 4 ) deviendront 

^ li (y cosc — z co$b) — P(ycpsy — i cos?) -\-P'(y cos y' — z cos?') + etc. , 

(18) R (zoom — xcosc)—P(zootH—~ ccoos7)-4-P’{*cot*'— ■ «cosy'J+etc. , 

■, H ( j co»6 — y cosa)z=P(x cos S — y coa*) -f-P'(a3 cos?' — y cos*') + etc. 

Or, si Ton fait varier le point d’application de toutes les forces , en transportant 
toutes ces forces parallèlement & elles-mêmes, les seules coordonnées x,y , z, va- 
rieront dans les équations ( » 8). Ces équations doivent donc subsister, lorsqu’on y 
considère les coordonnées x, y, z, comme indéterminées; et par conséquent les 
coefficients de x,y, z, doivent avoir tes mêmes valeurs dans les deux membres de 
chaque équation. En égalant deux J» deux ces coefficient», on retrouve le* formules (8) 
de la page 4 >. Ainsi, les trois équations relatives aux moments des forces entraînent 
celles qui sc rapportent aux projections. Réciproquement, les formules (8) [page 4 > ] 
étant données, il est clair qu’on en déduira immédiatement les équations (i8). 

Dans ce qui précède , nou» avons supposé que le point (O) , centre dès moments , 
coïncidait avec l’origine des coordonnée». Imaginons è présent que l’on transporte ce 
même centre en un point ( O ') dont los coordonnées soient repectivement 

y., s.i 

et cherchons à exprimer les projections algébriques du moment linéaire de la force P 
par le moyen des quantités 

P : x.,y.,z.. 

Pour y parvenir, on observera que, si l’on transportait i-la-fois le centre des moments 
et l’origine au point (O'), les coordonnées dn point (A) par rapport à cette 
nouvelle origine étant alors exprimées par les différence* 

* — *. ,y — y., a — î.t 
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les projections algébriques du moment linéaire de la force P par rapport b la même 
origine seraient égales [au signe prés] aux trois produits 

/J [(7 — 7») tosy — (s — *.) cosp] , 

P[{t î„) cota (x X.) COSy], 

P[(x— x„) cos?— {y— y.) cosz]. 

Ces trois derniers produits , pris avec le signe dans le cas où les mouvements de 
rotation directs ont lieu de droite à gauche autour des demi-axes des coordonnées po- 
sitives , et avec le signe — dans le cas contraire , représentent donc les projections 
algébriques du moment linéaire de la force P par rapport au point (O'). 

Lorsqu’on donne à-la-foU les projections algébriques d’une force et les projections 
algébriques de son moment linéaire, on peut aisément en conclure l'intensité de la 
force , la droite suivant laquelle elle agit , et le sens dans lequel elle est dirigée. En 
effet, soient P la force en question , Pp son moment linéaire, et a,?, y; i ,p, * , 
les angles que la force et son moment linéaire forment avec les demi-axes des coor- 
données positives. Si l’on suppose connues les six quantités 

(ao) P cos * , P cos?, Pcosy, Pp cosi, Pp coso, Pp cos* , 

on en déduira immédiatement les valeurs des suivantes 

(si) ~ P, «,?. /; Pp, 

c’est-à-dire , les intensités de la force et du moment linéaire , avec les angles qui dé- 
terminent leurs directions respectives. On pourra donc construire, s .* le moment li- 
néaire en grandeur et en direction; a,° une force, non-seulement égale et parallèle à la 
force P, mais encore dirigée dans le même seus. Concevons celte force parallèle 
appliquée au centre des moments. Le plan mené par ce centre , perpendiculairement k 
la direction du moment linéaire, devra renfermer la force P et la force parallèle ; 
et par conséquent , celte dernière devra couper à angles droits la direction du mo- 
ment linéaire , ce qui aura lieu , si l’équation de condition 

(as) cos 7 cos' ■+■ cosS cos ■, cosy cosv = o 

( * 

est satisfaite. Cette condition étant supposée remplie , ou divisera l’intensité Pp du 
moment linéaire par l'intensité de la force P, pour obtenir la perpendiculaire p 
abaissée sur la direction de celle force du centre des moments; puis l’on tracerg , 
dans le plan dont nous venons de parler . deux droites parallèles b la force déjà cous- 




Digitized by Google 



( «• ) 

Imite, et situées, de part et d’autre du centre des moments, îi la distance /». La 
force cherchée P devra nécessairement agir suivant une do ces parallèles, dans le 
même scus que la force déjà consruitc, et de manière 11 faire tourner le plan de droite 
& gauche autour du centre des moments. L’obligation où l’ou est do satisfairo il celle 
dernière condition , déterminera celle des deux parallèles que l’on doit préférer. Quant 
au point d’application de la force P sur celle parallèle , il restera complètement in- 
déterminé; ce qu’il était facile de prévoir. Car, si l’on porte sur la même droite , mais 
à partir de deux points différents , deux forces égales et dirigées dans le même sens , 
leurs projections algébriques seront évidemment égales , et il en sera de même de 
leurs moments, ainsi quo des projections algébriques de leurs moments linéaires. 

Il est bon d’observer que l’équation (a a) , multipliée par P’p , peut être présentée 
sous la forme 

(ï5) P COS*. P p COSl + P COsf-. P p COS fi + P cos 7. P p cosv=: o. 

De plus, en attribuant des valeurs finies quelconques aux six quantités 

P COS*, P COS fl , Pcof/l 
P cosi , P ces y, P cos -,; 

on en déduit évidemment des valeurs finies pour les suivantes 



et même pour la quantité 



à moins toutefois que la force P ne s'évanouisse , auquel cas scs projections algé- 
briques sont toutes milles simultanément. Donc, lorsqu'on fait abstraction de ce cas 
particulier , la seule condition nécessaire pour quo six quuntilés , prises au hasard , 
puissent être censées représenter, 1.* les projections algébriques d’une force; a.” les 
projections algébriques de son moment linéaire , so réduit à celle que fournit l’équa- 
tion (aî) , c'est-à-dire , b l'évanouissement de la somme qn'on obtient en multipliant 
deux à deux Ica projections algébriques correspondante» , pois ajoutant le* produit» 
ainsi formés. 

En vertu des principes que nous venons d'établir, il est clair que, si. plusieurs forces 
étant appiiqoées au même point , on donne , 1.* les semoir» 

x . y, z 

12 



P, *» Pi 7 » 
Pp* Pi * ï 
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de leur* projection» algébriques sur les axes des x,y et i; a.* les sommes 

L , M , N 

des projections algébriques de leurs moments linéaires sur les mêmes axes , on pourra 
déterminer l'intensité de la résultante, la droite suivant laquelle elle agit, et le sens 
dans lequel elle est dirigée. Comme les six quantités 

X, Y. Z; 

L, M, N, 

représenteront précisément les projections algébriques de cette résultante et de son mo- 
ment linéaire, on devra obtenir une somme nulle, en les multipliant deux b deux et 
ajoutant les produits. On aura donc 

(*4) LX + MY + XZ = o. 

De plus , la résultante ne pourra s’évanouir que dans le cas particulier où les trois 
quantités 

X , Y , Z 

seraient nulles simultanément. Soient toujours H cette résultante , R r son mo- 
ment linéaire, et a, b , c ; les angles formés par sa direction et par celle 

du moment linéaire avec les demi-axes des coordonnées positives. La valeur de R, 
déterminée par la formule ( 11 ) de la page 4> . sera finie et différente de xéro, h moins 
que les quantités X , Y , Z , ne s’évanouissent à-la-fois. Si l’on fait abstraction de co 
cas particulier , les quantités 

a, b, c, r 

auront toujours des valeurs finies , déterminées par les formules (ta) de la page 4 1 . et par 
la suivante 

+ \/(L'+M' + N') . 

1 1 r r ~ ÿ(x>+ y-fZ’) ’ 

et il en sera encore de même des valeurs de l, m, n . fournies par Jes équations (6) , 
à moins toutefois que r ue s’évanouisse, c’est-à-dire , à moins que les trois quantités 

L.M.N 

ne deviennent nulle» en même temps. Mais , dans ce dentier cas , le moment linéaire 

Rr 
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sr réduisant & xéro , il n'y aurait plus lieu de chercher les angles l, m, n, que sa di- 
rection fait avec les demi axes des coordonnées positives. Dans la même hypothèse, la 
force R agirait suivant une droite menée par le centre des moments , de manière à 
former avec ces demi-axes les angles a, b, c. Ajoutons que , dans le cas général , la 
direction du moment linéaire Rr devant être perpendiculaire J» celle de la résultante 
R, les valeurs de a , b , e , l, m , n, doivent vérifier l’équation de condition 

(s6) cos a cos l -f- cos b cosm -j- cose cosn = o. 

Or, celte équation , en vertu des formules (ta) [page 4*3 et des formules (fi) , se ré- 
duit è 

, , LX + MY +NZ 



et par conséquent à l'équation (*4). 

Les valeurs de X , Y , Z, L, M , N , ou , ce qui revient au même, celles des 
quantités R , a , b , e, r , l, m , n , supposées conuues , ne suffisent pas pour déter- 
miner le point d'application de la force R. Soient $,>>,(;, les coordonnées de 
ce même point. Si l'on adopte, pour les demi-axes des coordonnées positives, la dispo- 
sition la plus ordinaire , on pourra donner aux équations (3) la forme suivante 

I f? ( s cos c — ; cos b) = L , 
f?(ç cosa — 5 cose) =U , 

\ f?(ïcos6 — ncosa)—N. 

On en conclura , en ayant égard aux formules (g) de la page 4> , 

I Zn— Yr, — L , 

Aç — Z% = M , 

Yl—X*=N, 



Il semble , au premier abord , que ces trois dernières équaliuns fournissent les moyens 
de déterminer les trois inconnues { , a , ç en fonction des six quantités X , Y , Z , 
L,M , N. Mais il faut observer que, si l’on ajoute les équations (sig) , après avoir 
multiplié la première par X-, la seconde par Y, la troisième par Z, on re- 
trouvera la condition (a4). Celle condition devant toujours être remplie par les valeurs 
données des quantités X , Y , Z , L, M , N , il en résulte que deux des équations (ag) 
entraînent la troisième. Donc il n’existera en réalité que deux équations entre les coor- 
données Ces deux équations étant du premier degré , les dill’érens systèmesde 

valeurs qu’elles fourniront pour les coordonnée! L*.!; correspondront è des point» situés 
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»ur une même droite. Celle droite sera précisément celle suivant laquelle agit la résul- 
tante R. Sa projection sur le plan des y, s sera représentée par la première des 
équations (ag) , sur le plan des s , x , par la seconde , et sur lo plan des x , y, par 
la troisième. Si l'on fait passer une parallèle à cette même droite par l’origine des 
coordonnées , les trois équations de la parallèle seront respectivement 

(3o) *Z — çJ' = o, $X — \Z~ o, ï Y — r,X = o, 

et pourront être remplscécs par la formule 



(3.) 




h laquelle on parviendrait directement on observant que celle parallèle est précisément 
la droite suivant laquelle agirait une force qui , appliquée b l’origine , aurait pour pro- 
jections algébriques sur les otos, les quantités X , Y , Z. 

Si l’on plaçait le centre des moments au point qui a pour coordonnées x, , y, , 
les équations (ag) te trouveraient remplacées par les suivantes 



(3a) 



(s— y.)Z— •<;— -t.)y=L . 
(l — *‘)X — (5 — x a )Z = M , 
(l-x.)y-(,—y.)X= A\ 



En supposant le même point situé sur la direction de la force R , on aurait Ma-fois 
(35) £ = o, M = o, jV = oi 



ce qui permettrait de substituer aux équations (3a) la formula 



( 34 ) 



S - x « r, - y . ç-r. 

X Y ~~Z~ 



de laquelle on tire immédiatement La suivante 



(33) 



i-r. a -,r. 

cosu cosè case 



cette dernière présente , sous la forme la plus simple , les équations d’une droite qui 
passe par le point dont les coordonnées sont x,, y., z, , et qui , prolongée dans un 
certain sens , ferme , avec les demi-axes des coordonnées positives , les angles a, b , r. 

Dans d’autres articles, nous appliquerons la théorie des moments linéaires b difle- 
rentes questions de statique ou de dynamique. 

—ma »» 
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DE L’INFLUENCE QUE PEUT AVOIR. 

SUR LA VALEUR D UNE INTEGRALE DOUBLE , 

L’ORDRE DANS LEQUEL ON EFFECTUE LES INTEGRATIONS. 



Dans mon premier Mémoire sur les intégrales définies , présenté à l’Institut le sa 
août 1 8 ■ 4 . j’ai remarqué qu’une intégaale double devient quelquefois indéterminée , et 
qu’alors elle prend deux valeurs différentes suivant l'ordre qu'on établit entre le» deux 
intégrations. Or, la différence de ces deux valeurs peut être calculée directement, 
lorsqui’l s’agit de cas particuliers. Mais on peut aussi la déterminer en général et à priori , , 
& l'aide des intégrales singulières dont j’ai développé la théorie dans le Mémoire de > 8 i 4 , 
dans le Bulletin de la Société philomatique de 1823 , et dans le résumé des Leçons sur 
le calcul infinitésimal. Je vais revenir un instant sur cetto détermination , et je m'atta- 
cherai de préférence à quelques intégrales doubles dont la considération fournit les 
moyens d’évaluer un grand aombre d’intégrales définies. 

Soient v(x,y) , deux fonctions propres à vérifier l’équation 



r.s 

1 ’ dx dy ‘ 

Désignons d'ailleurs par F(a;,j) l'un quelconque des deux membres de l'équation (1) , 
par x„ , X deux valeurs réelles de la variable x, et par y,, Y deux valeurs réelles 
de la variable y. Si la fonction F(tr,y') reste finie et continue pour toutes les va- 
leurs des variables x et y renfermées entre les limites x — x,, x~ X , y=.y,, 
y — Y , on aura 



(■> 



pX pY p Y pX 

J ! F {x,y)dydx= I I ¥{x,y)dxdy , 
J æ. J r, J y. J x. 



y . œ. 



ou . ce qui revient au même , 

'X 



( 5 ) 



f [f(x,Y) — <,(x,y.)]dx= f [x{X>ÿ) — x{*.,y)ldx . 

J X. J Y» Q N ,t. - 



i3 
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Si, au contraire, la fonction F(aJ,y) devient infinie ou indéterminée pour un ou 
plusieurs systèmes de valeurs de x et de y compris entre les limites x„ , X ; y , , Y , 
l’équation (3) cessera d’être exacte , et l’on aura 



pX p Y p Y pX 

(4) / / Y (x,y)dydx — I I Y(x,y) dxdy — A , 

J x. J y. J y. J x* 



ou , ce qui revient au même , 



( 5 ) 



f 



f T (a:,r) — i(x,y.)]dx 



=/’ 






A désignant la somme de plusieurs intégrales singulières [voyez la 34-* Leçon de 
calcul infinitésimal]. Concevons, pour fixer les idées, que les systèmes de valeurs qui , 
entre les limites ci-dessus mentionnées , rendent la fonction ¥{x,y) indéterminée ou 
infinie, se réduisent à un seul , savoir, xf= Ç , y—*. Alors, en représentant par • 
une quantité infiniment petite, on trouvera [voyez encore la 54-* Leçon de calcul infi- 
nitésimal] 

( 6 ) A = lim C [x(ï + *.j) — x(5 — «.jOHr ■ 

J y. 

il importe d’observer que la condition (l) sera toujours vérifiée, si l’on prend 

(7) t(*-7)=/(*);j£ • x(*>7)=/(*)^> 

z désignant une fonction réelle ou imaginaire des variables x, y. Supposons en 
particulier 

(8) . . = *+jys. /(*) = - ;: a Aÿr T p 

a, b désignant deux constantes réelles, et m un nombre entier quelconque. Les 
formules ( 7 ) donneront 

{9) vK-r) = r [ J . a+ .( / .,, )v c l] » * z (*^) = [*-«+(*- iji/-.]- ' 

et la valeur de â, déterminée immédiatement par l’intégration, sera l’une de celles 
que nous allons indiquer. 

Considérons d’abord |e cas où le nombre m se réduit à l’unité. Dans ce cas . on a 
évidemment i = a , a = 6 . 

M 
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<*°> f )= x-« + (^-t)/-, » 

et l'on tire de l’équation (5) 

(..) A=v^r r ( x _ a+ ,j_ b)vri 



x(*.,r) : 









*• -« + (7- b )V : 






dy 



Sx. (#-«+(ir-*)^ *-«+(> -*)t/-) 



ou , ce qui revient au même 

»y 



(.a) 



+ V^r 



-J rt tx-y+w 

r x (x-a)<tx r 
J x . C—)-+(ï-*)* + J X< 

r y (*-)*/ ■ r r _ili : 

J v {X-ay+(y-by' r J v («-«.)■ 



Y 


(y-b)dy 




(*. 


( 7 - 


b)* 


X 


( x - a ) dx 




(* 




by 


Y 


(a-x.)dy 




(a- 

9 


•*.)*+(/• 


by 


> X 


(b-y.)dx 





K (y-*) rfg I ^ (é-JT.)<f* 



/ 



Si ma iu tenant on effectue les intégrations indiquées, on reconnaîtra que, dans la for- 
mule (îs) , la partie réelle du second membre s’évanouit , et l’on trouvera simplement 



(.3) A = 



Y-b b-y. Y-b b-y . 

arctang y— -f- arctangyy 4- arctang yy 4- arctang yy- 



’ X-a 



1 , X-a i . X-a a-x. 

+ arctang y-y + arctangy— + arctang -y-y + arctang — 



>v^T, 



■J'* J 



pourvu que l’on adopte les notations dont nous nous sommes toujours servis , et que l’on 

désigne par arctang x celui des arcs compris entre les limites — - , 4y » qui a 

pour tangente la variable x. Enfin, comme, en admettant ces notations, on aura 
pour des valeurs positives de x 
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«. arctang * + arctang - = - , 

et pour des valeurs négatives de x 

arctang x -f- arctang - = — -, 

on conclura de l’équation (t3) , en supposant a renfermé entre le» limites x.,X, 
et b entre les limites y. , Y , 

(<4) • a = s * i/~ ; 

au contraire, on trouvera, comme on devait s'y attendre. 



(i5) â = o, 

si la quantité a est située hors des limites x,,X, ou la quantité b hors des li- 
mites y„,F. Alors , en effet , les fonctions f(a9,j) , x(®*J r ) déterminée» par le* 
formules ( 10 ), cl par suite la fonction F(x,y) cessent de prendre des valeurs in- 
finies entre les limites, jc = x . , x = X , y ~ y . , y = Y. Donc alors la formule (5) 
doit se réduire b l’équation (3). 

Si la quantité a était équivalente à l’une des limites x. ,X , la quantité 6 res- 
tant comprise entre y., et K, ou si k quantité b était équivalente à l’une des 
limites y, ,Y, la quantité a demeurant compriso entre x. et X , l’une des 
quatre premières intégrales de la formule (ta), et par suite la partie réelle de a 
deviendraient indéterminées. Mais, en réduisant les intégrales comprises dans les for- 
mules (n) et (la) h leurs valeurs principale » , on ferait encore disparaître la partie 
réelle de 4 , et l'on tirerait de la formule (ta) 



(. 6 ) 



a = itj/rr , 



Concevons , par exemple , que l’on ait a — X , et que b soit renfermé entre les 
limites y»\.Y L’intégrale 



(>7) 



f ly-b\dy p} 

J y. (*-«)■+(*-*>• -J y. 



y. b 



aura une valeur générale indéterminée [voyez les s4.‘ et a5.* Leçons de calcul infini- 
tésimal]. Mai», si l’on réduit cette intégrale à sa valeur principale, c’est-à-dire, à 

( fr- — ] . l’on tirera de la formule (iï) 

\b-yj 
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(. 8 ) 4 = 

j ( y (a-Jo)rfg r X (Y-b)dx r X {b-y„)rtx j 

iy r. <«-*•)*+ (/-*)•■*' J X ' (^-«)*H-(y-*)* J x (*-«)•+(*->)• j 




Y-b b-yA 

arctang—— + arctang — — 

+ arcUng + arctang 

l-u O-fa, 



v/n\ 



ou , ce qui revient au même ,. a — n\/~ . Il est bon d’observer que la valeur de a , 
fournie par l’équation (i 8 ), deviendrait nulle , si la quantité 6 cessait d’être renfer- 
mée entre les limites y n , Y. 

Si les quantités a et 6 étaient à-la-fois équivalentes, la première à l’une des li- 
mites x, ,X, la seconde à l'uno dos limites y,,Y , il ne sulBrait plus , pour faire 
disparaître la partie réelle de 4 , de réduire chacune des intégrales comprises dans 
les formules (î î) et (i a) à sa valeur principale. Concevons , pour fixer les idées , que 
l’on ait en même temps 

(. 9 ) « = 6= Y; 



et déplus x,<A, y„< F. Alors , dans te second membre de la formule (ta), les 
ileux intégrales 



, . {y-!>)dy ! b _dy_ C* 



(x-a)dx 



(,-«)-+(y-à)> 



Ç a dx 

J m.— ' 



deviendront infinies, et leur différence indéterminée. Mais, si, dans les formules ( 11 ) 
et (îa), l’on remplace les limites supérieures des intégrales relatives à x et y , 
«avoir, X cl Y par les quantités a — ■ et b — «, < désignant un nombre infi- 

niment petit , ou , en d’autres termes , si l’on suppose 4 déterminé par l’équation 



(ai) 












a x-a + {Y-b)\/-, 



=y*‘- 



la formule (ta) se trouvera réduite à 
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(s*) 4 



_ Ç ‘dy f* * Q ’-b)dy /** ‘dx f' a (x-a)dx 

J y, *~ b J y, ( X “'‘ , )'+0'- A )’ J Xj ^ J X „ 

— j f h ‘ (a-x«)dy , r a ~ ‘ (t>-y,)dx I 

" I*/ (a-x°)'+(j-t>y ” p J g ' (*-«)’+(*- r.)’ j ’ 



+ 1/Z' 



Si maintenant , après avoir effectué les intégrations indiquées dans la formule (sa) , 
on suppose « — o , on trouvera 



<a3) A = j arctang * + arctang ^y- j i/T7 , 

et par conséquent 

(* 4 ) 4 =^“. 



On arrivera généralement au même résultat , si , la quantité a étant équivalente & 
l'une des valeurs x,,X de la variable x, et la quantité 6 a l’une des valeurs 
r. , 1 de la variable y, on remplace, dans les formules (u) et (i*),la limite x„ 
ou X des intégrales relatives à x par adtz i, et la limite y B nu Y désinté- 
grâtes relatives 11 y par b ± t . 

Concevons à présent que, les fonctions x{x,y) étant délermiuées par 

les équations (9) , on Igisse au nombre entier tn une valeur quelconque. Ou tirera 
de la formule ( 5 ) 



(• 5 ) 



/ 4 _ f r \r> “y 

| _ r l . . dx + f Y - 



puis on en conclura , en effectuant les intégrations 
( 26 ) A = o . 



Toutefois , la valeur de A pourrait cesser d’étre nulle , si la quantité a était équi- 
valente & l’une des limites x,,X, la quantité b restant comprise entre y. et Y, 
ou si la quantité b était équivalente b l’une des limites y, , Y , la quantité a de 
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mourant comprise entre x, et X. Supposons, par exemple, a— X , b étant 
renfermé entro les limites y., Y. Alors l’intégrale 

(* 7 ) C 

J y • 

deviendra infinie , si m est un nombre pair , et indéterminée , si m est un nombre 
impair. Dans le premier cas , la valeur de a sera infinie. Dans le second , elle sera 
indéterminée ; mais , pour la rendre nulle , il suffira de réduire les intégrales comprise* 
dans la formule (a5) à leurs valeurs principales. Les mêmes remarques s’appliquent aux 
autres suppositions précédemment indiquées. Dans chacune de ces suppositions , pour 
que la valeur de A , fournie par l’équation (s5) , s'évanouisse , il est nécessaire , et 
il suffit i.* que le nombre m soit un nombre impair, s.’ que l’on réduise les inté- 
grales renfermées dans le second membre de l’équation à leurs valeurs principales. 

Si les quantités a et b étaient à-la fois équivalentes, la première à l’une des li- 
mites x t ,X , la seconde à l’une des limites y a , Y , il ne suffirait plus , pour faire 
disparaître la partie réelle de A , de réduire les intégrales comprises dans la formule 
(a5) à leurs valeurs principales. Concevons, pour fixer les idées, que l’on ait en même 
temps 

(19) a=X, b = Y , 



V/ô.rfj- , 1 . Ç ^ dy 

[X CM)-’ 



et de plus x„ < X , y, < Y . Alors , dans le second membre de la formule (s5) , le» 
deux intégrales 



(* 8 ) 



( X. [*-«+( m= f X ' T^r ’ ! 



- B +(r-é)^ 

deviendront infinies et leur différence , savoir , 



(3o) 



f b d y Ç x J * 
^ J y. (ï ’ k)m J x. [x - a) ~ 



deviendra infinie , si le nombre entier m — 1 , divisé par 4 • donne pour reste 1 , 1 
ou 3, et indéterminée, si m — 1 est un multiple de 4- Ajoutons que , si , dans le 
dernier cas, on effectue les intégrations relatives à x et à y, non plus entre les 
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limites x = x., x — a, y=y a , y = 6 , mais entre Ici limites x — x,, x = a — i , 
y=y a , y = b — «, « désignant un nombre infiniment petit, la formule (aS) sera 
remplacée par la suivante 



( a- f" + 


f b " Vâ <ty j 


J r Uj-b) l/'".]- 

! f ' dx , 


J 

X» 


0„-a+(r-*)j/ r,]-| 
7® 

dx ( 


! J x . <— )- 'J 





de laquelle, en posant après les intégrations 1 — o , on tirera encore 

(• 6 ) 4 = 0 . 

On arriverait généralement au même résultat, si, la quantité a étant réduite h 
l’une des valeurs as. , X de la variable x , la quantité 6 il l’une des valeurs 

y„, Y de la variable y, et le nombre m — t b un multiple de 4, on remplaçait, 

dans le second membre de la formule (a5), la limite x. ou X des intégrales re- 
latives b x par n±i, et la limite y 0 ou Y des intégrales relatives il y par 

4±i. 

En résumant tout ce qui a été dit ci-dessus relativement aux valeurs de A déter- 
minées par les équations (n) et (ï5) , on obtient immédiatement les deux théorèmes 
que nous allons énoncer. 

î." TnéoaèuE. Soient a, b deux quantités réelles ; x, , X deux limites réelles 
de ta variable x; y, , Y deux limites réelles de la variable y ; et A une ex- 
pression imaginaire dont la valeur soit fixée par Céquation 

■ "t 

(*-«-!-( Y-b)\Zâ x-o+^y.-b )^- i 

On aura 

4 = 0 , 

si U quantité a est située Itors des limites x, , X , ou la quantité b hors des 
limites y., Y . On trouvera au contraire 
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*t fou suppose à-la-fois la quantité a renfermée entre les limites x, , X et la 
quantité b entre les limites y„,Y . De. plut , si , dans la dernièrt hypothèse , C une 
des différences 

X — a, a — z ol Y — b, b— y,, 

devient précisément égale à téro , on aura simplement 

A = , 

pourvu que. dans le second membre de la formule (il), on réduise l'intégrale qui 
deviendra indéterminée à sa valeur principale. Enfin, si deux des différences 

X — a, <i — x„, Y — b, b — y,, 

s'évanouissent simultanément , on aura 




pourvu que, dans le second membre de la formule (il), on remplace Ut limite X, 
ou X de C intégrale relative <1 x par ade i, la limite y . ou Y de C in- 
tégrait relative à y par 6±i, et le nombre t par zéro après les intégrations 
effectuées. 

2 ." THtOBtKE. Soient toujours a, b deux quantités réelles; x, , X deux limites 
réelles de la variable x; et y,, Y deux limites réelles de Ut variable y. Soient 
en outre m un nombre entier quelconque , et à une expression imaginaire dont 
la valeur se déduise de l’équation 



(* 5 ) 



On aura 



// 

f 

x.. 



Vn-dj 



f Y ' \Tvdy 



dx 



T ^r + f, 



dx 



[*-«+( Y- »)!/:,]• ^ J X ' [x-a +(y 0 .i)^r,]- 1 



A = O , 

si aucune des différences 

X — a, a — x Y — b, b— y,. 



ne devient égale à zéro. Si fune de ces différences s'évanouit , A prendra une 

>4 
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valeur infinie ou indéterminée, suivant que m sera un nombre pair ou un nombre 
impair; et, dans U dernier cas, on pourra faire évanouir 4 , en réduisant, dans 
le second membre de ta formule (î5) , C intégrale qui deviendra indéterminée à sa 
valeur principale. Enfin , si deux des différences 



X — a, a — x, , Y — b, b — y c , 

s'évanouissent simultanément , 4 prendra une valeur infinie ou indéterminée , sui- 

vant que le nombre m — i sera ou ne sera pas divisible par 4. et, dans U dernier 
cas , on pourra encore faire évanouir 4 , en remplaçant la limite x „ ou X des 
intégrales relatives à x par adzt, la limite y „ ou Y des intégrales relatives 
à y par b ± i , et te nombre • par zéro après les intégrations effectuées. 

Si l’on suppose que des quatre quantités x„ , j„ , X , Y, les deux premières soient 
négatives et les deux dernières positives , alors , en posant a = o , b — o , dans les 
théorèmes i et s , on en tirera 



i5,) 

( 5 ,) f Y w* r y yp"** f x dx f x if = 0 . 

Jr.lWl* J y ( J »+J'V /r ')" J x {z+Yyr.r 



» 
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SUR DIVERSES RELATIONS QUI EXISTENT 



ENTRE LES RÉSIDUS DES FONCTIONS 

ET LES INTÉGRALES DÉFINIES. 



►K-îOLét* 



Soit f(x) une fonction donnée de x. Si Ton pose 

(0 : 

la fonction *(x) [voyez Ica pages 21 et a?] conservera en général une valeur finie 
pour toutes les valeurs finies, réelles ou imaginaires de la variable x. Par suite, si 
l’on intègre , par rapport aux variables x et y, les deux membres de l'équation iden- 
tique 



(») 



da{x-\-yy/T,) rf«( x-\-y\yT x ) 

dy — K-* dx 



entre les limites x = x., x = X, y = y„, y = Y, on trouvera 



(5) ^ [a(x+Yy/r,)-v(x+y.\T>))dx=:{/Ti C [«(Ai+y V^O ! 
J x. J y. 



puis, en remettant pour <v(x) sa valeur tirée de l’équation (1) , on aura 
•Y y X 

7 • 

la valeur de a étant 



(4) l/ô f V [/(X+yV'-,)-A^+X{ri)ldy- f [/(* +y l /r l )./(*.4- 7 vA)]d* = â , 
J r. J *. 



(■ 
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/ 



( 9 « ) 
A — 



[U (î) }) j -Z, ^ x ' t+y ^ Tx ) dy 'S Xn U*+Yÿ-, ' *-t+ y „ÿ-, ! *** j 



Soit maintenant î = « -f- A l/~ 
l’équation 

(G) 



une quelconque des valeurs de 



s 




propres à vérifier 



et supposons que cette équation n’ait pas de racines égales, dont la valeur commune 
soit h + Ayé T . En vertu du théorème i.” do- la page ga , la valeur de la différence 



(7) 



-Z [x~s+y\/7, ~x«-t+J)/~i) dï 'j' [x-:+Ÿ\/.-~ x-t+y„ir,) dx ’ 



correspondante à z — a-{-b\/~, se réduira simplement à zéro, si la quantité- a 
est située hors des limites x» ,X, ou la quantité A hors des limites y„. Y ; et 
à »wj/T , si les quantités a, b restent comprises, la première entre x. et A - 
le seconde entre y, et Y, sans vérifier aucune des conditions 



(S) a = x„, a — X , 



(g) b=y., b— Y. 



Donc , si l’équation ( 6 ) n’a point de racines égales , ni de racines dans lesquelles la 
partir, réelle coïncide avec l’une des limites x c , X , ou le coefficient de avec 

l’une des limites y ot Y , on pourra , dons le second membre de la formule (5) , rem- 
placer généralement l’expression ( 7 ) par pourvu que l’on écrive à droite et 

ï gauche de la caractéristique £, comme on l’a déjà fait à la page i5, les quantités 



x,, X , 7 ,,!', afin de resserrer le résidu intégral entre les limites convenables. On 
aura donc alors 

(. 0 ) a = V/ ((/(.-))) , 

<*0 JO 

et par suite, l’équation ( 4 ) donnera 



[") 



t/â J* J' W{*+Y\/~)-f( xJ ry*V~')}* x 

X Y 

= **v~ l v «/(=) )) • 

x i / 0 ' 
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Concevons maintenant que z = <s -f- è y/T 7 , étant une des racines inégales de I é- 
quution ( 0 ), vérifie l’une des conditions (8), ou l’une des conditions (9). Les for- 
mules (4) cl (5) continueront do subsister, si, dans chacune d’elles, on réduit l’inté- 
grale indéterminée & sa valeur principale. De plus , en vertu du théoréinc déjà rappelé, 
la valeur de l’expression (7) correspondante à : = 11 -+- 6 j/ 7 T , sera zéro , si la quan- 
tité a est située hors des limites x,,X, ou la quantité 6 hors des limite» y., K, 
et n y/~ dans le cas contraire. Donc , lorsque la racine s = a -+- 6 )/~ vérifie 
l’une des conditions (8) ou (9) , l’expression (7) prend toujours la moitié de la valeur 
quelle aurait dans le cas contraire. D’ailleurs nous avons remarqué [page 17] que, dans 
le résidu intégral 

(.s) 'l* «/(*))). 

le résidu partiel relatif à une semblable racine doit être pareillement réduit à la moitié 
de sa valeur. Donc , si l’équation (6) admet des racines de cette espèce , la formule (11) 
continuera de subsister , pourvu que l’on y réduise l'intégrale qui deviendra indéter- 
minée à sa valeur principale. 

Concevons encore que la valeur z = a + b , étant une des racines inégales de 
l’équation (6), vérifie tout-à-la-fois l’une des conditions (8) et l’une des conditions (9}. Les 
intégrales comprises dans les formules ( 4 ) et ( 5 ) deviendront infinies. De plus, ces formule* 
continueront de subsister, si l’on remplace la limite ;r„ ou X de l’intégralo relative 
à x par <i±«, la limite y c ou F de l’intégrale relative à y par b±t, et 
le nombre « par zéro après les intégrations effectuée». Ajoutons qu’en vertu du théo- 
rème déjà rappelé , }a valeur de l’expression (7) , correspondante à z = a-\- b . 

îc réduira simplement à ^ j/T , c’est-à-dire , au quart de la valeur qu’olle recevrait si 

les quantités a , b demeuraient comprises , la première entre x 0 et X , la seconde 
entre y . et F. Or, nous avons remarqué [page 17] que, dans l’expression (ta), • 

le résidu partiel relatif à une racine de l’équation (0) devait être précisément réduit au 
quart de sa valeur , lorsque , dans cette racine , la partie réelle coïncidait avec une des 
limite» x„,X, et le coefficient de avec une des limites y„,Y. Donc, si 

l’équation (6) admet des racines de cette espèce, la formule (11) continuera de subsister, 
pourvu que les limites des intégrales relatives à x et à y subissent les modifications 
ci-dessus indiquées. Il est d’ailleurs facilo de s’assurer que , pour obtenir le résultat au- 
quel ces modifications conduisent . il suffit de rapprocher l’une de l’autre les deux limites 
de chaque intégration , en diminuant ou augmentant chacune de ces limites de la quan- 
tité infioimeut petite «, puis de faire, après les intégrations effectuées, 1 = 0. 

La formule (11), établie comme on vient de le dire, suppose évidemment que la 
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fonction f(x +y\/~) conserve uno valeur unique et déterminée, au moins pour 
toutes les valeurs réelles des variables x,y comprises entre les limites x = x a , 
x — Xi y—y 0 ,y — Y. Cela posé , en résumant ce qui précède , on obtiendra im- 
médiatement le théorème que nous allons énoncer. 

i." Tntoaêns. Soient x,y deux variables réelles , et : = x -f-Jl/TT une va- 
riable imaginaire. Soient d’ailleurs x.,X deux limites réelles de ta variable x; 
J •• ^ deux limites réelles de la variable y; et f(-) une fonction réelle ou 
imaginaire de z , qui conserve une valeur unique et déterminée pour toutes les valeurs 
de x et de y comprises entre les limites x = a:. , x = X , y =y a , y ~ Y. Si 
l'équation 



( 6 ) 



/(•- 



n’a pas de racines égales, on aura en général 



(") 



/< 



\T< / U(X+yV~>)-fi*ÆjV r ')]<i! 

y< 






[A*+Yir,)-f(*+y.l/r,))ds 



I _ v 

I = *2 TT l/.. 



V~ l ((/(*)))• 

y- 



A joutons que si, dans ta formule (il), Cunc des deux intégrales devient indéter- 
minée, il faudra ta réduire à sa valeur principale; et que, si elles deviennent toutes 
lieux infinies, on devra rapprocher l’une de C autre les limites de chaque intégrale, 
en faisant croître ou décroître ces limites de la quantité infiniment petite ‘ , et sup- 
poser , après les intégrations effectuées, t = o. 

Supposons maintenant que l'équation (6) ait plusieurs racines égales , dont la valeur 
commune soit z =z a b , et désignons par m le nombre de ces racines. Il 
est clair que le résidu de 



('*) 



/(*) _ 

x- t * 



relatif à la valeur a 4- b\Z- t de la variable t, sera le môme que celui de la diffé- 
rence 

f[z) (;-a-éy/r, )"/(■•) _ /(;) (s- a-éy/r,)— ' /(«) 

x - i (*-o-èt/ô}*(*-s) ' x-a-b \/~ i [x- a- b\é~i)' (x-a-by. iJ* 

et par conséquent égal b 
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( 1 4 ) 



A, 



7 - + ' 



A, 






+ 






x-a- l>\/~i ' ( x-a-bÿ-i)' 
si l’on représente par 

(i 5) A,, A A m 

les résidus des fonctions 

(.6) f(z). (î — a — 6 \/ m )/(*) (z-a-b^. 7)— /(*). 



relatifs à la valeur dont il s’agit. Par suite, dans le résidu intégral qui forme le second 
membre do l’équation (5) , la partie relative h * = a ■+■ b j/Tf sera 



{17) d,i, + d,s, + +A m s m , 

pourvu que l’on fasse généralement 

•y. , v 

■b)V r ‘l‘ {*.-‘‘+h- b )v rÊ ‘Fl djr 



(18) 






Cela posé, concevons d’abord que la quantité a ait une valeur distincte de chacune 
des limites x,,X , et la quantité 6 une valeur distincte de chacune des limites 
y,, Y. En vertu du théorème a de la page g3, a, , s 3 .... s„ s’évanouiront. Quant à 
la valeur de a, , ou , ce qui revient au même , de l’expression (7) , elle sera toujours 
déterminée par le théorème 1." [page ga], Donc la formule (11) continuera de sub- 
sister comme dans le cas oh l’équation (6) n’avait que des racines inégales. 

Admettons, en second lieu, que les quantités a, b vérifient l’une des équations 
(8) ou (g). Alors, en vertu du théorème a [page ga] , s, , s 4 , *a .... acquerront des va- 
leurs infinies , et s 3 , des valeurs indéterminées , que l’on pourra faire évanouir 

en réduisant chacune des intégrales indéterminées h sa valeur principale. Donc, pour 
que le polynôme (17) se réduise à son premier terme A,t, , il sera nécessaire, 1 .“que 
le second , le troisième , le cinquième termes disparaissent , c’est-à-dire que l’on ait 



(ig) A,~ o , A^~ o , Ae—o, etc., 

a.* que l’on réduise les intégrales indéterminées à leurs valeurs principales. Si ces 
deux espèces de conditions sont remplies, la formule (11) continuera de subsister. 
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Admettons enfin que les quantités a , b vérifient tout-b-la-fois l’une des équations 
(8) et l’une des équations (g). Alors, en vertu du théorème a.* [page gô],s,,s > ,s 4 ; 
sa, s»; m„, etc...., acquerront des valeurs infinies, et s, ,s 5 , des valeurs 

indéterminées, que l’on pourra faire évanouir en remplaçant la limite ou X des 

intégrales relatives à x par a=bi, la limite ou Y des intégrales relatives b 
y par b de. t, et le nombre t par zéro après les intégrations effectuées. Donc, 
pour que le polynôme (17) se réduise b son premier terme , il sera nécessaire, 1.* que 
l’on ait 

(an) A , = o , /fj = o, A± — o; — o , A.— o, A»*** o; A,„ = o, etc.; 

2.° que les limites des diverses intégrales soient modifiées comme on vient de le dire. 
Si ces deux espèces de conditions sont remplies, la formule (11) continuera de sub- 
sister. 

Il est essentiel d'observer que si, en supposant, dans la formule (18) , le nombre n 
plus grand quo l’unité, on substitue, aux limites de l'intégrale relative 6 z uui y, 
les limites plus rapprochées qti’on obtient en augmentant ou diminuant x„, A , y„ et Y 
de la quantité infiniment petite «, la valeur de a., correspondante aux valeurs 
principales des deux intégrales , et développée suivant les pnissauccs ascendantes de 
e ne renfermera jamais de termes finis , mais seulement des termes infiniment petits 
proportionnels b 1, ! I i 1 , etc., et de plus , quand elle deviendra infinie , un terme 

proportionnel b Donc , si l’on réduit les intégrales comprises dans les formules 

(4) ''t ( 5 ) b leurs valeurs principales, et les limites de ces intégrales b des limites plus 
rapprochées , respectivement équivalentes aux quantités a:„ , X , y„ , Y , augmentées 
ou diminuées de t, la valeur de a, développée suivant les puissances ascendantes 
de r, aura pour terme fini la somme des produits de la forme A, s, ; c’est-à-dirc . 
le produit 

(21) 2*V7 £ ((/(s)))- 

Par suite, si l'on fait évanouir cT a ne pourra conserver une valeur finie qu’anlant 
qu'il se réduira au produit (21). On peut donc énoncer la proposition suivante. 

■j." TatoRÈée. Im mêmes choses étant posées que dans le 1." théorème, si la diffé- 
renec 

(îï) v/"i Ç \J(X+j\/â)-f(*+jV 7 4 Vy-J' -/ù-+-y.v/‘ 0 ] rf - r > 

conserve une valeur finie et déterminée , dans le cas oit l'on remplace les intégrales 
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quelle renferme par leur» valeurs principale » , le» limite» de ce» intigrales par de» 
limite» plus rapprochées, respectivement équivalente » aux quantités a:,,. Y, y , , Y 
augmentée » ou diminuées de », et te nombre > par zéro, après les intégration# 
effectuées , la valeur finie de la différence (as) sera précisément 

<«> * x £ «/(*))) . 

f* y. 

V 

En d'autres termes, la formule (il) te trouvera vérifiée. 

T P 

Ce nouveau théorème ne suppose pas , comme le premier . que l'équation (6) admette ^ > • 
seulement des racibes inégales. 

Si , pour fixer les idées , on suppose a-„ < X et y„ < Y, alors , en désignant par 
« un nombre infiniment petit, on aura, eu vertu du théorème a.* 

r>Y-ï i . s*x~» 

il rt f l/tf+yW-A*-+*f~')W- / (/(*+ïV'0 -/(*+, „ÿ-,)]dx 

I a/ y.+t * ■ . , U *„+> 

{s3) , ; 

[ =a^r, */((/(*))), 

*. jr. 

pourvu que le premier nietflbro de la formule (a3) oit une valeur finie, et que l’on 
réduise les intégrales comprises dans ce premier membre h leurs valeurs principales 

Il nous reste à montrer quelques applications des formules (tt) et (aï). 

D’abord, si l’on pose, dans la formule (|l), ; 





Xe,^= O t 


Xzssa, y. — a, 


r= 


ou bien 


x 0 = — a , 


n 

O 

V 

ft 

IL 

a6' 


Y— 


ou enfin 










x 0 = — a , 


X —Tt , y. — O, 


Y— 



a et 6 désignant deux quantités réelles, on obtiendra successivement les trois équa- 
tions 

j j *[f(*+t>\Aï)-A*)]<ix= v rr J [/(«+.rtA)-/(/v^]<r 



-»-£((/(*) ))v^r. 



Digitized by Google 



( 108 ) 



& 






) 



-»«*£«/(•>)) \rr. 



• ' .«• 

i «• 



(« 6 ) 



(Æ 






= *r/U 



+7V^t) /(-“+ rv^)]^ 



-*» <C(r/(*)))v^. 

-a o 



dans lesquelles les intégrales indéterminées doivent toujours être réduites à leurs valeur* 
principales. 

. « . * 

Soient encore . ' 

x„ s = a, X = 0 , — n , ] r = 6 , 

— i, » # * 

Si l'équation (6) n’a point de racine équivalent!} & l'uno dés expressions imaginaires 

[j-J a -|- a \/~ t (i *4- » é -4" tt ■ é *4“ é t/^ï* » 

ou tirera immédiatement de la formule (i i), en remplaçant la lettre y par la lettre x, 

, a j 



(a 8} 






Si, au contraire, l’on compte au nuplrre des racines de l’équation (6) une ou plusieurs 
des expressions (*7) , on tirera du ».* théorème , ou de l’équation (sî) 



/ *b-i 

[/(* 

fl-e 



4-*vMV(*+ a v r O-v r >/04-»v^O+V'' r '/( a +*v/' : ‘<)] rf * 



a » 



=-••£((/(*> ))*&. 

a a 

puis , en réduisant « îi zéro , on reproduira la formule (s8). Lu conséquence , on peut 
énoncer la proposition suivante. 

3.* TuionâtiB. On « ginéralememt 



V, 



Digitized by Google 



( >°3 ) 






♦> 



(•») 



f: 



lf(x+bÿT l )-S( X +a V 7>yy/T l f(b+ x \/7 l ) + V 7 l f(*J e . x ^)}4 x 



■ ((/(*))). 



pourvu que l'on réduise C intégrale relative à x à sa valeur principale. 

Supposons maintenant que I# fonction f (x -{-yy/^î) s'évanouisse pour a;=±oo , 
quelque soit y. Alors , si l’on prend 



x , = — oü, X=» , y„xx a , y= b , 



» 



l'intégrale relative h y s’évanouira dans la formule ( il ) . 'et l’on se, trouvera conduit 
au nouveau théorème que nous allons énoncer. *1 

4.’ Théo*ê*k. Si la fonction f {x y \/^ï) s’évanouit pour æ = ±», quel 

que soit y, on aura généralement -* v 



(*9) 



/ <*> 
oo 



oo b 



[/(aj-ffrv/")— /(*+ a V/ r T)] rf *= — î,r L ((/(*) ))l/^ 



pourvu que l'intégrale relative à x soit réduite à sa valeur principale. 

On établira, sans plus de difficulté, la proposition suivante. 

5.* TnÈoaftxE. Si la fonction f(x + s'évanouit pmr y = dtzxi, quel 

que soit x, on aura généralement 



i * 



e * 



(5o) 



/ , [/(* ■ +y\T>) — /(« +yyTZ) ]<*/= ((/(») )) , 

cb a -<*> 



pourvu que C intégrale relative à y soit réduite à sa valeur principale. 

Concevons à présent que la fonction /'(ar+j'V/ T) s'évanouisse , i.* pour *=dzac r 
quel que. soit y; 2 .° pour j=oo, quel que soit x; et soit $ la limite vers 

laquelle converge le produit 

(50 * ( x +yV~)f{*+yV~) 

pour des valeurs croissantes de y; alors , en désignant par b un très-grand, nombre , 
ou aura sensiblement 

S 

[x + b\/T,)f{x-\-b\/^) — g, f(x-\-b\fc)=. , 

* x + bÿ~i ^ . 
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bd x 



* 

puis , eu réduisant chaque intégrale à sa valeur principale » 

* /* /(» + fc(/^7)rfa! = — a^T. 

l> •/ -oo 

Cela posé , on tirera de la fom\ple (ay) , en attribuant h la quantité « une valeur 
nulle , et ii la quantité b une très-grande valeur. 



(Sa) 



/: 



/(•)rf*=.n/r! "£*(/(•) iî-ïjr{. 



c- 

- OC O 



En supposant, dans l’ëqnalion (5a), la constante réduite & zéro, on établira le 
théorème suivant. 

^ 6.* TafcoaP.MK, Si la fonction J {x-\-y\/^T) s’ évanouit , 1 .* pour te— ;fc ce , quel 

que soit y; t.‘ pour* j — ce , quel que toit x, on aura généralement 



( 55 ) 



f /(*)</* = .* * l "((/(O ))✓“. 

•/ - 30 



-00 O 



pourvu que l'intégrait soit réduite à sa* valeur principale , e/ 9«« le produit 
{*+yV~>)A*+y\TA s'évanouisse avec la fonction J (x +J'V/^7) , en vertu 
île la supposition y ~ :<*>. > 

Ou pourrait aisément revenir du 6." théorème il la formule (Sa). En effet, si la sup- 
position y=~-x rèdtfit le produit (Si ), non plus à zéro, mais il une quantité finie if 

la même supposition fera évanouir le produit 



(tf+.vVT) 



/(*4 



x+yV 7 ' 



={x+y\r>)f(*+y\r>)-$- 



On aura donc, en vertu du 6.* théorème, 
f 
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/: 



*\ 



/(*) 'dx=U* £ 

*) < 



00 00 

l 






puis, rn réduisant chaque intégrale à sa valeur principale, et remplaçant, eu coosé - 
séquence l’intégrale 

dx 

par zéro , on trouvera 

( 5 / 1 ) f /(*)<(*=» i'Yf/t*)— -)W- • • 



B 



Comme on a d’ailleurs , en vertu des principes du cajÉu) des résidus [ voyez les pages ■ t 
et suivantes] 



* p » i 



il est clair que la formule ( 54 ) reproduira l’équation ( 3 a) 

En supposant, dans les équations (a 4 ) et (a 5 ) , a— oo , puis, appliquant h ces 
équations les raisonnements par lesquels nous avons déduit le 6.* théorème de la formule 
(19) , on sera immédiatement conduit à deux propositions nouvelles , que nous allons 
énoncer. » 

7.' TnioaÊME. Si la fonction f[x - t ry\/~éï) /évanouit , 1 pour * = 00, quel 
que toit y ; t.* pour y = 00, quel que soit x, on aura 



( 35 ) 



/ l» /l*> 00 00 

nx)dx= v rr, / fÿ\T>)*y+** t ((/(*) ))/T. 

o •/ o * 00* 



pourvu que chaque intégrale soit réduite à la valeur principale , et que le produit ( 3 i ) 
s'évanouisse avec la fonction f {x y\/~i) en vertu de la supposition y — oc. 

8 .* TitàoRKKE. 5 » la fonction f(x -\~y^/~) t'évanouit, >.* pour x ~ — oc, quel 
que soit y-, s .'pour y— 00, quelque soit x, on aura 



( 86 ) 



r A x)dx=-^ r Ay^)dy+*,°l ((/(*) ))v ^7 
%J -00 o - 00 0 



pourvu que chaque intégrale toit réduite à ta valeur principale , et que le produit ( 3 l) 
41' évanouisse avec la fonction f[x-\-yy/~) en vertu de la supposition y = 00. 

« 
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( i o6 ) 

Lorsque les formules (55) et (56) subsistent simultanément , CD les ajoutant l'une à 
l’autre , on reproduit l'équatiou (53). Do plus, si, dan» la formule (55) , on remplace la 
lettre y par la lettre x, on obtiendra In proposition suiranlc. 

9 .' Tiitoaàni;. Si ta fonction /(*4-.y(/~) s'évanouit , 1 .* pour xc=ço-\ quel 
que toit y; a.* pour y x , quel que soit x, on aura 



» 



(57) 



f 



[/(*)- i 

O O 



OC 



((/( = ) ))t/“. 



pourvu que l'intégrale soit réduite à sa valeur principale, et que le produit (5i) s’é- 
vanouisse avec la fonction f{x +y\/~i) en vertu de Ut supposition y — x. 

Comme on peut déduire l’équation ( 37 ) de la formule (s8), en prenant a = o . 
b — x , il est clair quo colle équation subsiste dans le cas même où la fonction f{x) 
devient intinie pour ar = e . 

w 

On pourrait présenter les diverses équations que nous venons d'établir sous diffé- 
rentes formes distinctes les unes des autres. Ainsi, par exemple, on reconnaîtra sans 
peine que l'équation (53) peut être remplacée par l’une des suivantes : 



(38) r ■ &. - J Z l dx=* l «/(.))) 

J O . -00 O 

* • 

(3(|) »r 

o a x -00 0 



) ))v^ ■ 



On déduirait aisément des formules qui précèdent les valeurs de presque toutes les 
intégrales définies connues , et d’un grand nombre d'autres , spécialement de celles que 
nou> avons considérées dans le Mémoire sur les intégrales définies prises entre des li- 
mites imaginaires [ pages 61 et suivantes). Ainsi , par exemple, on tirera immédiate- 
ment de la formule (38) , en désignant par f(») une nouvelle fonction de *, et 
par r une constante positive , 




f(j)-f(-j) dx 

S V / " 1 * 





[(aQ + ft-jQ 

a 




rf(«) 

z * -|-r 1 




•« * 



■*| 




i 



■ilr 
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(* l0 7 ) 



* 

00 30 



C f(-o-H('-o r. ii -f(o n 

• ' J o *V+ *’+' , '-» 0 ll' , + r 'II" 

D'ailleurs, si la louciion I ‘(x -(-y y/T7) ue devient pas inlinie pour des valeurs posi- 
lires de y , on aura, en vertu des principes du calcul des résidus [voyez les pages 
il et suivantes]. 



00 r* //f(OU_I r n*) ■„ ' 

r® ( ( rf(«) r rf(s) f (*•]/->) 

“'o + C '(s+rV/--.)((s-r V r,) 



00 p CO 



rv/r,)) al/T. 



* r* / / ) \\_ r *f(0 £1^22 

-«‘"o Wz'^r’j) c '(>-hrtT>)((*»’l^)) » 



On trouvera donc définitivement 



( 4 «) 



(40 



(40. 



/’ 

S' O 



xiAi 


X 3^' 


f(»)+f(-0 


rdx 


1 


*’+r” 


'/(•)-«— ) 


xdx 



tfcy 



I. a formule (4 > ) suppose seulement que la fonction f (a: +y t/77) conserve une va 
leur finie, i.“ pour x=;fcoo, quel qu$ soit y, ï.“ pour y = oc , quel que 
soit x. Les formules (4o) «L(4») supposent en outre que f(x -f-yj/TT) s’éva- 
nouit pour y = co. Si cette dernière condition n’était pas remplie, on devrait aux 
formules (4o) et (40 substituer les deux suivantes 



(43) 



( 44 ) 
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( >«*) 

* - 
qui sc déduisent l'une et l'attire de l'équation (5») , et dans lesquelles .t désigne la 

valeur de f(*4 ~yV^) correspondante à y =«e . . '■ 

Si, dan» les formules (4o) , (40. (4*). (45). (44). °n remplace f(as) * par l’une 
des fonctions 

«* i «« 

t , ( — x^/tT) t , t etc 

•i et b étant des quantités positives , on obtiendra les équations 



(45) 



(46) 



(47 



/ ■»* 

. dx tr 
sid ax — =— , 
x a 
o 

» r 

/ ,» „ /I* . * ? 

rds * / xdx n 

cos ax ; = , ! sin ax ; 

„ x- + r> a J o * + r ’ 3 



»• 



'3 



(4«) 



(49) 



. fan , \ rdx n 

æ -_l sin J — ■ — b x ; — - = -r**“ , c“* r t 

0 /«*+*■’ » 

/ «■"" sin (a sin bx)^-=”(e " — i) , * 

0 x % 

y *50 

. . . v rdx n . 

*••»» cos(fi sin 6») — t - — — c , 

o 

r 

I «'"• 

J o 



xdx 



(usinia;)— 7 -p^ T -= ; -(«** - i ) , etc... 



Les formules (46) , qui ont été données pour la première fois par M. Lapiace . et dont 
la seconde comprend comme cas particulier l’équation (45) , sont elles-mêmes comprises 
dans la formule (4/)- Ajoutons que cette dernière suppose le nombre a renfermé entre 



* Les râleurs trouvées pour l'intégrale (48) et pour la seconde des intégrales (49)* dans le Mémoire sur les 
integra les prises entre des limites imaginaires , sont iocomplettes et doivent être remplacées par celles que nous 
donnons Ici. Cette erreur provient de ce qu'on avait employé , pour déterminer les deux intégrales dont il 
les formule» (4o) et (4a). au lieu des formule* (45) et (44)* 
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ou obtiendra une des înlé- 



( «»9 ) 

les limites 0,2, et quo , si l’on y fait 6 = 0, r = 1 , 
grales les plus remarquables données par Euler, savoir. 



(00) 



y ' 00 dx * 

x—' = — 

o asin 



Si, dans l’équation (37) , on remplaçait successivement f(x) par les deux fonctions 



.axy'î 



-ax|/ , 



x (as^-J-r 4 ) 



on en tirerait 

(5.) 



f 

•S O 



- dx = o # 



(52) 



/ 

o 



cos dx 



— n — 7 — — 7 6 sm — =- 

x4+r4 ir 4 j/î 



Nous développerons dans d’autres articles les nombreuses conséquences des formules 
générales auxquelles nous sommes parvenus dans celui-ci ; et nous allons montrer, en fi- 
nissant , comment , & l’aide de ces formules , on peut , dans beaucoup de cas , déterminer 
le résidu intégral d’une fonction donnée _/(:) , c’est-à-dire, la somme de tous les 
résidus qui correspondent aux diverses racines de l'équation (G). 

Concevons que la fonction f(~) s’évanouisse pour des valeurs infinies réelles ou 
imaginaires de la variable s, c’est-à-dire, que la fonction f(x -t-yv’”) s’éva- 
nouisse, 1.* lorsqu’on suppose ® = ±oc, 2,* lorsqu’on suppose y = zhx> ; et 
admettons d’abord que , dans l'une et l’autre hypothèse , le produit 

v 

(®+n^)/( a, +/v /r T) 

è 

se réduise à la constante $ . On aura sensiblement, pour de très-grandes valeurs 
numériques de x ou de y , 

* s 

[»+y\/Z)f{x+yy/rr l )x=g, /(x+yv'X)^ — — — - 

*+yV< 

Donc alors, si l’on attribue aux quantités x,,y. ,X, Y de très-grandes valeurs * 
numériques , en supposant x, et y, négatives , X et Y positives , le premier 
membre de la formule (11) se confondra sensiblement avec la différence 

16 ' 
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(55) 



f dx , 



5) t/“ / 7 , dy — I 

J y. i j J æ< | *-f -Y]/.i x-{-y„^~i I 

D'ailleurs, en verlu de la formule (3i) do la page q4» celle même différence sc réduit & 
Donc , si l’on prend 

x. = — », X= x , y, — — », y = œ , 
la formule (il) donnera 

“«^((/(S) ))vr; ; 



el, en divisant les deux membres par , on obtiendra l’équation 

(54) "l "((/(*) ))=*, 

- oo -CD 

que l’on peut écrire plus simplement comme il suit 



(55) 



£((/(*) ))=/• 



Si l’on a r f—o, ou, en d’autres termes, si le produit -J{x) s’évanouit pour 
des valeurs infinies réelles ou imaginaires do la variable s , l'équation (55) deviendra 

(56) £((/(*) »=o. 

» 

On pourrait aisément revenir de la formule (56) à la formule (55). En effet, lorsque, 
pour des valeurs inGnics réelles ou imaginaires do î , le produit i f (s) se réduit 
non plus b zéro , mais b une quantité finie ,f , il est clair que , pour ces mêmes 
valeurs de * , le produit 

i 

'/(*)- 7 =*/(*) -* 

s’évanouit. On a donc alors , en vertu de la formule (56) , 

£((/(.)- f))==. 
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( *>* ) 

ou , ce qui revient au même . 

£((/(:)))=£— = t • 

((»)) 

La formule (55) cesserait d'être exacte, si la valeur du produit 

(3i) (*+,n/^)/(*4-7V“). 

correspondante 5 des valeurs infinies positives ou négatives de la variable i ou 
changeait avec le signe de cette variable. Alors il faudrait 5 la formule (55) substituer 
l’nue de celles que noua allons indiquer. 

Supposons, en premier lieu, que, la fonction /"(x) étant nulle pour des valeurs 
infinies réelles ou imaginaires de s, le produit (5i) se réduise 5 la constante 3 1 

pour x — — » , et à la constante $ pour x=co. Alors, en attribuant aux 

quantités — a et + b de très-grandes valeurs positives , on tirera de la formule (sp) 

* £<(/(.)»- 

^ r !-ii i_Lx=£i±£i + ^ r \— — i-u 

J -te ( •*+ A Vér, *4 ■ a V Ti ) » »«»/ -oo (*’+** *•+«•) 

puis, en remplaçant les intégrales par leurs valeurs principales, 

/ 4 - 3 

(5?) £((/(*))) • 

h 

Supposons, en second lieu, que la fonction /"(s) étant nulle pour des valeurs 
infinies réelles ou imaginaires de s, le produit (3i) so réduise à la constante j' 

pour y = — oo, et 5 la constante g' pour y — ce. Alors, en attribuant aux 

quantités — a cl -f- 6 do-très-grandes valeurs positives , et remplaçant les intégrales 
relatives à y par leurs valeurs principales , on tirera de la formule (5o) 

(“> £((/(»))) = — — • 

a 

Si l’on avait, dans la formule ( 57 ), £ = — 3 , , ou, dans la formule (58). 

. on retrouverait précisément l’équation (56). En conséquence, on peut 
énoncer la proposition suivante. 
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( > 1 * ) 

îo." TiifeoKÜxt. Si la fonction J { : ) s'évanouit pour des valeurs infinies réelles 
nu imaginaires de la variable t , le résidu intégral de cette fonction sera nul, ou , 
en d’autres termes, on aura 

(SC) L ((/(*))) = o, 

t 

pourvu que le produit (te y \^T[) f {x y T) conserve une valeur finie pour 
des valeurs infinies positives ou négatives de l'une des variables OC , y , et qu'il 
change de signe, sans changer de valeur numérique , dans te cas où ta variable dont 
il s'agit passe de C infini positif à C infini négatif. 

Oe théorème, en raison de sa généralité, et des nombreuses applications qu’on en 
peut faire . parait devoir mériter l'attention des géomètres. Si l’on remplace la fonc- 
tion f(t) par le rapport , la formule ( 56 ) donnera 



(KS))-™-* 



((/(«) )) 



et l’on déduira facilement du théorème io une proposition nouvelle dont voici 
l’énoncé. ■* 



il.* Tbèobême. Si la fonction f(z) conserve une valeur finie pour des valeurs 
infinies réelles ou imaginaires de la variable z, on aura 



(Sq) 






pourvu que la fonction J ( x change de signe , sans changer de valeur nu- 

mérique , lorsqu on passera de la supposition x = — oo , à la supposition x r= oc , 
ou bien de la supposition y r= — oc à la supposition y — 00 • 

Si la fonction f(x -f- y\Z^î) se réduisait, pour x = — * » b Iq constante jf , 



ri , pour æ = oc , à une constante différente de — , 

formule (09) substituer l'équation 



(Co) 



/(*) = t 



((/(*) )) f t + S, 



alors il faudrait 5 la 



qui se déduit immédiatement de la formule (07). 

F)c même, si la fonction f{&+y\/^i) SB réduisait pour y — — 00 5 la cons- 
tante 3' , et pour y =00 à la constante j" différente de — 3’ , il faudrait 

5 la formule ( 5 g) substituer l’équation 



» 
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' ( >'3 ) 

/(.)=.£ «Ü2>l + il±£l 



qui su déduit immédiatement de la formule (58). 

11 est important d’observèr que les équations (54) , (50) et (5<j) s’accordent avec le» 
formules (63) , (64) et ( 57 ) des pages sa et a5. La seule différence consiste eu ce que 
dans les formules dont il s’agit, on supposait la fonction f{z) réduite à une p 
lion rationnelle. 

Nous avons déjà remarqué que l’équation (5g) fournit le moyen de décomposer dans 
tous les cas possibles une fraction rationnelle en fractions simples. On en déduit avec 
la même facilité uu grand nombre de formules dont quelques-unes étaient déjà connues 
pur exemple , celle qui sert à développer en série la eolangente de l’arc x. On tire en 
effet de l’équation (5 y) 



cotx— <L 



(æ-z) ((sins)) x + x 



X 3 TT 



4- etc.... 



iT+ air X-\-Zrr 



4- etc.... 



et par suite 

(6*) 



cot* — ÎX 4. 

X ( jr’-x* ^ 



On trouvera de même, en supposant a<sr, 

(63) 

( 64 ) 



g»»-** 



etc.... 



cos a x 


_ y 


cos fl r 


— JL +îî!| 


\ cos a cos 3 a | cos 3 a 


sin** 




(*-*) ((sinsr*)) 


■XX ' n j 


i-x’ 4-*’ 9-*’ 


«in ax 


= / 


sin <is 


a j sin a 


asioaa , 3sin3a , 


sin nx 


— G 


(*■*) ((sin ïrs)) 


ÎT j 1 -x* 


4“»* g-x’ 



Lorsqu’on suppose précisément a — T , l’équation (63) continue de subsister, tandis- 
que la formule ( 64 ) devient inexacte. Mais alors, pour développer la fonction lîüff — 1 

SI D K X ' 

il faut employer l’équation ( 61 ), au lieu de l'équation (5g) , et, comme on a, dans ce 
cas, f ' = 1 , 1 , il en résulte que le second membre de la formule ( 64 ) doit 

être augmenté de la quantité — — = 1 . Or, en opérant de cctlo manière , on 

obtient effectivement, à la place de la formule ( 64 ) , une équation identique. 
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.DÉMONSTRATION 

D’UN THÉORÈME CURIEUX SUR LES NOMBRES. 



( Extrait du Bulletin de la Société philomatique. ) 



Ou trouve dans un numéro du Bulletin de la société philomatique l’énoncé d’une 
propriété remarquable des fractions ordinaires observée par M. J. Farcy. 

Cette propriété n’est qu'un simple corollaire d'un théorème curieux que )c vais com- 
mencer par établir. 

TuÉontHK. Si, après avoir rangé dans leur ordre de grandeur les fractions irré- 
ductibles dont le dénominateur n excède pas un nombre entier donné , on prend à 
volonté, dans la suite ainsi formée, deux fractions consécutives , leurs dénominateurs 
seront premiers entre eux , et elles auront pour différence une nouvelle fraction dont 
le numérateur sera C unité. 

Démonstration. Soit -- la plus petite des deux fractions que l’on considère . et 

n le nombre entier donné. Soient de plus a' et 6’ les plus grandes valeurs entières 

que l'on puisse attribuer aux variables x et y dans l'équation indéterminé: 

v 

(i) bx — a y — l , 

en supposant toutefois b' <_n. La fraction -7- étant irréductible par hypothèse , et 
la valeur de b' vérifiant l'équation 

ba'—ab'z=i, 

b et b' seront nécessairement premiers outre eux , et l'on aura de plus 



La fraction — jouira donc , relativement à Infraction —, des propriétés énoncées 
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dan* le théorème ; et , pour établir ce même théorème , il suffira de prouver que , parmi 
toute* les fractions irréductibles dont lo dénominateur n’cxcède pas n , celle qui 

surpasse immédiatement — est précisément On y parvient de la manière suivante. 



Les diverses valeurs de y qui résolvent l’équation (t) forment la progression arith- 
métique 

....b ' — a b, b' — b, b',b'-\-b, i'+a6...j 



et, puisque 6' 
cessaircment 



est la plus grande de ces valeurs qui soit comprise dans 

b . 



n. 



on a né- 



Soit maintenant — une fraction irréductible et plus grande que ” prises parmi celles 
dont lu dénominateur n’excède par ». Si l’on fait, pour abréger, 

(a) bf—ag — m. 



on aura 

■i.7 



f a m 

e h b s 



Ainsi , la différence des fractions 



sera généralement exprimée par ~ ; et, si 



l’on donne à m une valeur constante en laissant varier g , cette différence aura la 
plus petite valeur possible, lorsque g aura la plus grande valeur possible. D.’ailleurs 
les diverses valeurs de g qui satisfont à l’équation (a) sont évidemment comprises 
dans la progression arithmétique 



mb 1 — a b, mb' — b, tnb', mb'-J-b, mb'-f-aé 

dont lo terme mb'-\-b, égal ou supérieur h b'-\-b, est par suite supérieur à n: 
et, comme g ne doit pas excéder n, il est clair qu’il sera tout au plus égal au 

terme mb'; d’où il suit que la fraction ~ ne pourra devenir inférieure h 

m i 

mb' b bb' 

* 

Donc , parmi toutes les fractions supérieures à , et dont le dénominateur n’excède 
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pas n, la plus petite esl celle dont la différence avec est égale il r e'eSt-h- 

a' 

dire , la fraction — . 

b 

' Corollaire. Si , parmi le» fraction» dont il s'agit dans le théorème , on en prend 
trois de suite li volonté , en désignant ce* trois fractions par 

- n a' a" 

T ’ V ’ b‘ ’ ’ 



et par suite 
d’on l’on conclut 



a' b — a b'= l , a" b ' — 



a' b — ,<i fc'= a' b'— a' b’ ; 



n + a" £ 

* b + b"~~ b’ ' 



Celle dernière équation n’est autre chose que l’expression analytique de -la pro- 
priété observée par M. J. Farey. / 
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SUR LES MOMENTS LINÉAIRES 

.tu \ , '» . . .* 

DE PLUSIEURS FORCES APPLIQUÉES A DIFFÉRENTS POINTS. 



Considérons plusieurs forces 

P, P', P\ etc.;.... 

respectivement appliquées 4 différents points dont les coordonnées rectangulaires soient 
respectivement ’ . . •. ; 

x.y,z; x', y'.z'} x",y', z“; etc 

Supposons de plus ces mêmes forces dirigées de manière b former, avec le demi-axu 
de» x positives, les angles 

«. a', etc.....} 

avec le demi-axe des y positives , les angles 

P. F. P*, etc.....} 

enfin avec le demi-asc des z positives, le» angles 

! •».»•. » « *.l * * * i - . * * 

y, 7'. 7*. «te. ...i-. 

Les projections algébriques de la force P sur les axes seront 

, :> , • . . 

P COS a , P CDS P ,‘ P COS'/} ' 

y - ‘ • 

tandis que les projections algébriques de son moment linéaire se trouveront repré- 
sentées , si l’on place le centre des moments & l'origine des coordonnées , par les trois 
produits 

P(ywif — z cos fi) , jP(î cos* — x cosy), P(x co*p-r-y cosa) , 

. ’ .' . 

et , si l’on place le centre des moments au point qui a pour coordonnées x. , y. » z, , 
par les trois suivants ' , , , 

(. *11" • • j j* ■ I - • • J 

»7 
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( 1,8 ) 

cos 7- (*- cojp] , P[(*-*„)cos«-(x-^)cosv], P[(j5-x.)co$p-(y->)cos«]. 

> i. U ; . . J 

On peut remarquer d’ailleurs que, pour obtenir ces trois derniers produits, il suffit 
d'ajouter respectivement aux trois premiers les quantités 

P(jr,coiy — ï.cos?) , P(î„cos* — *.co$7) , P(x, cosp — j„cosa), 

prises en signes contraires, c'est-à-dire, en d’autre» termes , les projections algébriques 
sur les axes coordonnés du moment linéaire d’une force égale et parallèle à P, mais 
dirigée en sens contraire , et appliquée au point [x„, y . , z ,) , ce moment linéaire étant 
calculé pour le cas où l’on place le centre des moments à l’origine de» coordonnée». 
De cette remarque on déduit immédiatement la proposition suivante. 

Si, en plaçant le centre des moment a à l'origine des coordonnées, on construit, 
le moment linéaire de la force P, 2.* le moment linéaire d'une force égale et 
parallèle, mais dirigée en sens contraire, et appliquée au point (x.,y,, s 0 ), le 
moment linéaire résultant, transporté parallèlement à lui-méme, de manière que son 
origine coïncide avec le point (i, , y a , z, ) , représentera , en grandeur et en direc- 
tion , le moment linéaire de la force P par rapport à ce même point. 

Nous dirons , avec M. Poinsot , quo deux forces forment un couple, lorsqu’elles seront 
égales et parallèles , mais dirigées eu sens contraires suivant deux droites différentes; et 
le moment de ce couple ou son moment linéaire sera ce que devient le moment ou 
le moment linéaire de l’une des forces, quand on prend le point d’application de l’autre 
pour centre des moments. Cela posé , le moment du couple sera évidemment égal au 
produit do l’une des forces par leur distance mutuelle , c'est-à-dire , en d’autres termes, 
à la surface du parallélogramme construit sur les deux forces; et le plan du moment 
du couple sera précisément le plan de ce parallélogramme, ou, si l’on veut, celui qui 
renferme les deux forces données. De plus, le moment linéaire du couple élevé par le 
point d’application de l’une des forces, se comptera sur le demi-axe perpendiculaire au 
plan du couple , et autour duquel l'autre force tend h produire un mouvement de ro- 
tation de droite h gauche. Enfin , comme , dans la proposition ci-dessus établie , les points 
d'application des deux forces P et l'origine* des coordonnées peuvent être des points 
quelconques do l’espace, il est clair que cette proposition se réduira simplement à celle 
que je vais énoncer. *• 

i."Tb(iob£me. Lorsque deux forces forment un couple, le moment linéaire résultant, 
pour le système de ces deux forces, est égal et parallèle au moment du couple et dirigé 
dans le meme sens, quelque soit le point de l'espace que l'on prenne pour centre des 
moments. 

Revenons maintenant au système des forces P, P’, P".... appliquées à différents 
points de l'espace. Soient respectivement 
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X. Y. Z 
L, M, N 



les sommes des projections algébriques de ces mêmes forces , et celles des projections 
algébriques de leurs moments linéaires , dans lé cas où l'on place le centre des moments 
b l’origine des coordonnées. On aura 

X =/ > cos»+P'cosa-j-etc., Y^Pcoifi-^- P' cos{i'-f-etc, Z=sPcos7-|--,P'cosy'4-*1c. 

(l) >i 

L=P(jr cos y-i cosp) + etc. l i/=i’(scosa-a:cosy)+etc.,/V=P(JC 05 f-rcosii)-j-etc. 

*' k . , ii.’i," 

Cela posé, si, par un point quelconque on mène des forces P , P', P ' . . . . égales et 
parallèles aux forces données, leur résultante, que jo désignerai par H aura pour 
valeur 

(s)' iï=v/(^+y-+z»). 



et formera, arec les demi-axes des coordonnées positives, des aDgles a,b,c déter- 
minés par les équations 



( 3 ) 



X 

co,* = T . 




cos c = - 



De plus , si , en prenant le point dont il s’agit pour centre des moments , on construit les 
moments linéaires des forces données, on pourra composer ces moments entre eux de 
manière à obtenir en définitive un moment linéaire résultant. Soit K ce dernier 
moment, et désignons par l , m , n les angles que forme sa direction avec les demi- 
axes des coordonnées positives. Si le point pris pour centre des moments se confond 
avec l’origine des coordonnées , on aura évidemment 



( 4 ) 



A = ,/(£.’+.W + A’*), 



( 5 ) 



, L M N 

cos cosm = -— , cos n ; 
K h K 



puisque les projections algébriques du moment linéaire résultant devront être respec- 
tivement égales aux sommes des projections algébriques de tous les autres. Si le même 
point, supposé distinct de l’origine, avait pour coordonnées 

- ! - ■ r 

*« » 

■ • ■ * • » ■ , 

il faudrait, d'après ce qui a été dit ci-dessus, lui appliqaer des forces égales et pa- 
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rallèles aux forces P , P' P" , mais dirigées en sens contraires. En joignant ces 
nouvelles forces au système des forces données , et composant les uns avec les autres 
les moments linéaires de toutes les forces pris par rapport à l'origine, on formerait un 
moment linéaire résultant égal et parallèle à celui que l’on cherche, et dirigé dans le 
mémo sens. Or, les nouvelles forces étant égales et parallèles aux forces données , mais 
dirigées en sens contraires , leur résultante serait égale et directement opposée à la 
force B. Par suite, les sommes des projections algébriques de leurs moments li- 
néaires seraient respectivement égales aux projections algébriques du moment linéaire 
de la force H prises en signes contraires, c'est-à-dire, à 

Æ(i«cos6— y.coso) = z. Y — y, Z , 

- t > . . \ , . . ' x . ' . ' 

; B(x,coic — ï.cosa) =x,Z — :,X, 

R(y,cosa — x„cosé) —y,X — x, F. 



Donc , si à cos trois dernières expressions on ajoute les quantités L,M , If , on aura 
pour sommes les projections algébriques du moment linéaire représenté par K. 
Donc, en plaçant le centre des moments au point qui a pour coordonnées x,,y,,t„_ 
on trouvera 

/ A cos l .= L — y, Z + z, Y , 

(6) | Acosm=Jf— i.X + x.Z , 

;| ( Acosn = tf — x.y+y,X. 

On aurait pu obtenir immédiatement les seconds membres de ces dernières équation» 
en exprimant, an moyen des quantités X , Y , Z, L , if, If, les sommes des pro- 
jections algébriques des moments linéaires des forces P , P', P’. ... par rapport au 
point qui a pour coordonnées x, ,y,,z,, c’est-à-dire, en d'autres termes, les trois 
polynômes 

P[{/— y.)cos7— (*—*.) cosp] •+■ P'[(y'— yo)cos7' — (*' — i 0 )cosp'] 4 - etc., 

/*[(* *.) COS a — {x— ««Jcosy] -J- — s.jcosa' — (x' — X„)C0S7'] -f- etc. , 



P[(x— *,)cosp — (/ — y.)cosa] +• P'[(x' — x.)cos(i' — (y ' — y,)cosa'] + etc. .. 

On tire d’ailleurs des équations (6) 

(y) A = ,/[(A — y.Z+z.Y)'+(M — i.X + x.Z)' + {N — x.X+y.X)']. 



(8) cos l • 



L-y.Z+l.Y 



cosrn — 



M-t.X+x.Z 



coin : 



N-x.Y+y.X 
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Pour plus de commodité , la résultante U à laquelle se réduit le système des forces 
P, P', P’.... lorsque toutes ces forces sont transportées parallèlement à elles-mêmes 
et appliquées à un même point, soro nommée désormais U fore» principale du système. 
Le moment linéaire K résultant de la composition des moments linéaires des forces 
données sera de même appelé montent linéaire principal. Cela posé , il est dair que 
la direction et l’intensité du moment linéaire principal dépendront de la position du 
centre des moments; tandis que la direction et l’intensité de la force principale seront 
indépendantes de son point d’application. De plus , quand on aura construit le moment 
linéaire principal relatif à l’origine des coordonnées, il suffira de le composer arec le 
moment linéaire de la force principale appliquée au point dont les coordonnées sont 
, y, , z., eu sens contraire de sa direclioit naturelle , pois de transporter à ce dernier 
point l’origioe du moment linéaire résultant , pour obtenir le moment linéaire principal 
relatif & ce même point. On en conclura facilement quo la projection du moment li- 
néaire principal sur la direction de la force principale est une quantité constante , in- 
dépendante de la position du centre des moments. Au reste , cette proposition , que 
je dois à M. Coriolis, peut encore être démontrée de la manière suivante. 

Pour déterminer la projection du moment linéaire principal sur la direction do la 
force principale , il suffit de multiplier le moment lui-même par le cosinus de l’angle 
compris entre sa direction et celle de la force , et de prendre la râleur numérique du 
produit. Or , le cosinus do l'angle compris entre les deux directions est équivalent à la 
somme 

cosucosf + ensê cosns + cosc cosn , 

laquelle , en vertu des équations (3) et (8) , se réduit è la fraction 

* LX-\-MY + NZ 

KR 

Donc , la projection cherchée sera équivalente è la valeur numérique do celle fraction 
multipliée par X, c'est-à-dire , à 

t LX + MY+NZ 
R 

1 

Cette dernière expression, ainsi quo Ton s’y attendait» ne dépend point des coordon- 
nées du centre des moments » mais seulement des six quantités 

X , Y. Z , L, M , /V 

qui conservent les mêmes valeurs , quelle que soit la position de ce centre. 



\ 
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La projection du moment linéaire principal sur la direction do la force principale , 
étant une quantité invariable , représente la plus petite valeur que puisse admettre ce 
moment linéaire , ou , en d'autres termes , son minimum. Pour obtenir ce minimum , 
il faut évidemment placer le centre des moments dans une position telle que la direc- 
tion du moment linéaire principal devienne parallèle b celle de la force principale. Cette 
condition sera remplie , si l’on a 



cos/ cosm cosn 

cos a cosi case * 

ou, cc qui revient au même, 

L-y.Z+i.Y _ M-t'X + x.Z _N-xA'-\-y>X 
X ~~ Z Z 

Par conséquent , si l’on nomme 

Ç» 5 

les coordonnées d’un point qui, pris pour centre dos moments, remplisse la condition 
énoncée , on aura 



L-xZ+\Y _M-x.X+\Z _ N-tY+nX LX+MY+NZ 

w x y z ~~ a* 

Cette dernière formule équivaut aux trois équations 

X LX + MY+NZ 



(.0) 



M-*X + xZ 



N—\Y+r.X— 



fl 


fl 


Y 


LX+MY+NZ 


~ fl 


fl 


Z 


LX+MY+NZ 


~~R 


fl 



Comme ces trois équations sont du premier degré relativement aux coordonnées 
Sis,;, et que la troisième équation se déduit immédiatement des deux autres, il 
est clair qu’elles appartiennent b une droite , sur laquelle il sudra de placer le centre 
des moments , pour que le moment linéaire principal devienne un minimum. Cette 
-• droite sera désignée désormais sous le nom d’axe principal. 

Lorsque le système des forces données sc réduit b une seule , les six quantités 



X, y, Z. L, M. N 
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appartiennent à cette force unique , et représentent les projection» algébrique» de cette 
force sur les axe» , et celles de son moment linéaire par rapport à l’origine. Dans la 
même hypothèse , on a nécessairement 

LX + 3IY + XZ = o, 

et par suite les équations (10) se réduisent aux suivantes 

(n) Zn — Y^L, Xi—ZH — M, Yl — Xt> — Ni 

c'est-à-dire , aux équations de la droite suivant laquelle agit la force donnée. Donc alors 
l'axe principal se confond avec cette droite. 

Lorsque le système des forces données se réduit à deux forces P, P', on a 

X~ Pcon -f- P'cos«', Y= Pcosjt 4- P'cosy , Z = Pcosy -|- P'coi-/. 

Alors la force principale est la résultante des forces P , P' transportées parallèlement 
à elles-mêmes et appliquées à un même point, tandis que le moment linéaire principal 
est la diagonale du parallélogramme construit sur les moments linéaires des deux forces 
données. Dans la mémo hypothèse, la force principale s'évanouit, lorsque les deux forces 
P , P' forment un couple; auquel cas on a nécessairement 

I X = o, Y =s o, 2 — o 

P' — P 

COSa' = — COSa, C 0 »p'= COS P , C0»7'= — cosy. 

Dans ce cas particulier , les projections algébriques du moment linéaire principal de- 
viennent indépendantes de la position du centre des moments ; par suite , le moment 
linéaire principal conserve toujours la même valeur , et n’admet plus de minimum , 
cnsorle que l’axe principal disparaît entièrement. La valeur constante du moment li- 
néaire principal est alors équivalente au moment linéaire du couple, c'est-à-dire, au 
moment linéaire de l'une des forces , quand on place le centre des moments sur la 
direction de l’autre force, ainsi que nous l’avons déjà expliqué. On arriverait aux 
mêmes conclusions , en observant que , dans lo cas présent , les projections algébriques 
du moment linéaire principal se réduisent, en vertu des formules (ta) , à 

L — p [( y —y') cos 7 — ( s — s ') cosp)] . 

31 = P[(* *') COS a (* x'JcOSy)] , 

N = P[(x— x') cosp — (y — y') co»«)] , 



Digitized by Google 




0 * 4 ) 

c'est-à-dire , aux projection» algébrique» du moment linéaire de la force P, dans 
le cas oit l'on prend pour centre des moments le point d’application de la force P'. 

Si, pour le système des forces P, P’, la force principale et le moment linéaire 
principal s’éranouissaient en même temps, on en conclurait que ces deux forces sont 
égales et agissent suivant une même droite, mais en sens contraires. 

En général, quel que soit le nombre des forces P, P’, P".... lorsque X , Y , Z 
s’évanouissent , la grandeur et la direction du moment linéaire principal deviennent in- 
dépendantes de la position du centre des moments. Par suite , si , la force principale 
étant nulle , le moment linéaire principal se réduit à zéro pour une certaine position 
du centre des moments, il s’évanouira également pour toutes les autres. 

Considérons, pour fixer les idéca, ua système composé seulement de trois forces 
P , P', P". Si , pour ce système , les six quantités 

X. Y, Z, L. M. N 

s'évanouissent, non-seulement la force principale s’évanouira, usais il en sera de mémo 
du moment linéaire principal , quel quo sait le centre des moments. Cela posé , conce- 
vons que l'ou fasse coïncider le oenlre des moments avec le point d'application de la 
force P". Dans ce cas, le moment linéaire de la force P ' étant nul, ceux des 
deux autres forces devront être égaux et dirigés suivant une même droite , mais en sens 
contraires, afin que le moment résultant *o réduise à zéro. Par suite, les directions des 
forces P' et P“ devront être comprises dans un plan unique mené perpendiculai- 
rement à la droite dont il s'agit par le point d'application de la force P'. Ce plan 
unique, renfermant les points d’application des trois forces P, P', P’, sera nécessai- 
rement le plan du triangle formé avec ces trois points; et, comme au point d’application 
de la force P * on peut substituer h volonté celui de la forco P, ou celui de la force 
P\ ou déduira évidemment des remarques qne nous venons de faire la proposition sui- 
vante 

•2.* ThIobézc. Si pour le système des trois forces P, P', P° les six quantités 
X, Y, Z, L, M, N 

s’évanouissent , chacune des trois forces sera comprise dente le plan dru triangle qui 
renferme Us trois points d’application. 
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USAGE DES MOMENTS LINÉAIRES 



DANS LA RECHERCHE DES ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE D’UN SYSTÈME INVARIABLE 

ENTIÈREMENT LIBRE DANS L’ESPACE. 



Cherchons d’abord les conditions d’équilibre de deux points matériels (A ) , [A') 
sollicités au mouvement par deux forces P, P', et liés entre eux par une droite in- 
variable AA'. Si l’équilibre subsiste entre les forces appliquées aux extrémités de 
celte droite , on ne le troublera pas , en fixant l'une de ces extrémités , par exemple , 
le point ( A '). Dans cette supposition, le point [A), restant seul mobile, ne 

pourra décrire que la surface d’une sphère; et la force P, pour le maintenir en équi- 
libre, devra être normale h cette surface, par conséquent dirigée suivant le rayon A A ' 
ou suivant ton prolongement. On prouverait de même , en fixant le point [A ) , que 
la force P' doit encore être dirigée suivant le rayon AA' prolongé dans un sens 
ou dans un autre. Concevons maintenant que, les forces P, P ' agissant l’une et 
l’autre suivant la droite qui joint leurs points d’application, on rende A ces deux points 
leur mobilité primitive. Pour que l’équilibre continue de subsister, il sera évidemment 
nécessaire que la droite soit tirée è scs extrémités par les deux forces dans deux sens 
opposés, et autant dans un sens que dans l’autre. Par suite, les deux forces devront 
être égales et dirigées en sens contraires. Réciproquement, si les deux forces P,P' , 
appliquées aux extrémités de la droite invariable A A sont égales entre elles , et 
agissent suivant cette droite, mais en sens opposés, il y aura évidemment équilibre. 

Lorsque deux forces sont égales et agissent suivant nne même droite en sens con- 
traires , leurs moments linéaires sont nécessairement égaux et directement opposés. En 
conséquence , pour lo système composé de ces deux forces , le moment linéaire prin- 
cipal s’évanouit aussi bien que la force principale. Réciproquement , si , pour un système 
composé de deux forces P, P' , la force principale et le moment linéaire principal 
s’évanouissent, on pourra en conclure que ces deux forces sont égales et agissent en 
sens contraires suivant la droite qui joint lours points d’application. Donc alors, si 
cette droite est invariable , elles se feront équilibre. 

)8 



Digitized by Google 



( >* 6 ) 

Pour traduire en analyse les conditions d’équilibre que nous renon* de trouver , 
désignons par 



*» y. 






les coordonnées dos points {A) , (A'); et par 

a. p, •/; p', ■/ 

les angles que forment les directions des forces P, P' avec les demi-axes dés coor- 
données positives. Enfin, soient respectivement 

X , Y, Z 

L. M, N 



les sommes des projections algébriques des deux forces sur les axes des x,y,z, 
et les sommes des projections algébriques sur les mêmes axes de leurs moments li- 
néaires; dans le cas où l’on place le contre des moments b l’origine des coordonnées. 
La force principale étant représentée par 

i/(X'+y+Z‘), 

et le moment linéaire principal par 

il sera nécessaire, et il suffira pour l’équilibre que l’on ait à-la-foi* 
et désignant par *n le nombre des racines de l'équation 



(>)’ 



X' + Y'-\-Z'=o et 
L'+M ’. f iV* — o; 



ou , ce qui revient au même . 



C»j 



( X = o, y =t o, Z — p ; et 

L — o , M = o , N = o . 



Si , dans ces dernières équations , on remet pour X, Y, Z, L, M, N leurs valeurs 
respectives , on trouvera 
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P cos a +r eoJi' = o, Pcosf'+P'cosy = o , Pcosy-f-P' coS 7 ' = o . 



I P[j'CO*7-.:co»/s]4-J >, Lj *o*y-*'coif']=o,/ > [sco»a-a;eos 7 ]-t-i > 'Xc'cosa'-*'cosy'] = o, 

M) 

P [.tcojfi-jcoja)-^- P'[.r''cos‘5'-_r'cos*'] = o . 

*» t - . . , . , ’» * . I il 

En vertu des équations (#•)•, les équations (4) deviennent 

1 . • ’ . • « I 

(5) P[(j-/)co*y-(s-j')cosp]=:o, P[(s-*')cos«-(*-jr')co$ 7 ]s=o,P[(j-*)co)f-(.r-j')oo'a]=o; 

et peuvent être remplacées par les deux équations comprise* dons la formule 

Pcosa Pcnsfi Pcosy 
x-x ' y-y' ~ s- 1 ' 



En conséquence , les six équations d’équilibre que nous avons d’abord trouvées sc ré- 
duisent ii cinq, savoir, aux équations (5) et à celles que comprend la formule (C). Les 
équations (5) expriment que les forces P, P' sont égales et agissent en sens opposés, 
suivant la mémo droite , ou suivant des droites parallèles. La formule (6) exprime que 
la force P agit suivant la droite qui joint les points d’application des deux forces. 
Ajoutons que les équations (5) et la formule (6) peuvent être remplacées par une seule 
formule , savoir , 

j Pcosi _ PcosS P COV/ P'cosa' P'cosp' P'cosy' 

x-x' y-y' t-t' ~~ x'-x jr'-jr f'-v 

En vertu de ce qui précède, une force P, appliquée au point (A) et agissant 
•suivant la droite AA' , fera équilibre h une seconde forco P' — P appliquée à 
un autre point ( A ') de la' même droite , et dirigée suivant celle droite, mais en 
sons contraire, pourvu que l’on suppose les deux points liés invariablement entre eux. 
Cet équilibre subsisterait encore , si l’on transportait le point d’application de In force 
P de (A ) en {A') , sans changer la direction de cette fonce , puisqu’alors on aurait 
nu point {-A') deux forces égales et directement opposées. Le point {A’) pouvant 
d’ailleurs être choisi arbitrairement sur la direction de la force P , nous devons con- 
clure qu’une force dirigée auivaut une droite dont tous les points sont supposés lié» 
invariablement les uns aux autre» , produit toujours le même effet, en quelque poiut de 
cette droite qu’on In suppose appliquée. C'est ce qu’on peut encore exprimer en disant 
que deux forces appliquées aux extrémités d’une droite invariable , et agissant suivant 
celte droite dans le même sens, sont équivalentes. , ^ ( , 

il est essentiel d’observer qu’en transportant le point d’application d'une force par- 
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tout où l'on voudra sur la direction de eetto force , on no changera jamais ni ses pro- 
jections algébriques, ni celles do son moment linéaire. 

Si , la droite AA' demeurant toujours invariable , l’extrémité (A) do celte droite 

était soumise à l’action de plusieurs forces P,Q , etc et l'extrémité (A') A 

l’action de plusieurs autres forces P’, Q', etc...., il serait nécessaire, et il suffirait 

pour l'équilibre que la résultante des forces P, Q , etc lut égale h la résultante 

des forces P', Q', etc...,, et que ces deux résultantes fussent dirigées suivant la 
même droite A A’ , mais en sens contraires. Par suite , il serait nécessaire et il suf- 
firait que , pour le système de toutes les forces données , la force principale et le mo- 
ment linéaire principal so trouvassent réduits à zéro. Si l’on désigne toujours par 

X. Y, Z 
L, M. N 

les sommes des projections algébriques des forces données sur les axes , et celles de 
leurs moments linéaires, les deux conditions qu’on vient d’énoncer seront encore ex- 
primées par les deux équations 

( X'+ ¥’ + ^=o, 

<*) < 

( L' + M' + N>=o , 

auxquelles on peut substituer les suivantes 

( X —o , F = o, 2 = o, 

(•) < 

f L — o, SI — o, N — o. 

11 semble donc, au premier abord, qu’il y ait, dans le cas présent, six équations 
d’équilibre. Mais on prouvera sans peine, comme on l’a déjà lait dans un cas sem- 
blable, que la sixième équation se déduit des cinq autres. 

Cherchons maintenant les conditions d’équilibre d’un triangle invariable, c'est-à- 
dire, de trois points {A), ( A ') , {A") liés par trois droites invariables et soumis 
à l’action de trois forces données P, P’, P". Si l’équilibre subsiste, il ne sera pas 
troublé , lorsqu’on fixera deux sommets du triangle , par exemple les points (A), [A’). 
Dans cette supposition, le point ( A ), restant seul mobile, ne pourra décrire qu’un 
cercle dont le plan, sera perpendiculaire à celui du triangle, et dont le centre se 
trouvera situé sur la droite AA'. De plus, la force P ' , devant maintenir le 
point (A 1 ) en équilibro sur la circonférence du cercle, sera nécessairement per- 
pendiculaire à la tangente au cercle menée par le point (A') , et par conséquent 
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comprise dans le plan du triangle donné. On arriverait encore à la même conclusion . 
en observant quo , si la force P’ n’était pas comprise dans le plan du triangle , elle 
ferait tourner le plan autour de l’axe AA' devenu fixe en vertu de l'hypothèse ad- 
mise. Cela posé, on pourra construire un parallélogramme qui ait pour diagonale In 
force P", et dont les côtés coïncident en direction avec les droites A" A, A" A' 
ou avec leurs prolongements. Par suite on pourra décomposer la force P ' appli- 
quée au sommet [A") en deux autres qui agissent suivant les côtés adjacents. Soient 
Q, Q' les deux composantes dont il s'agit. 11 sera permis de transporter la force <J 
agissant suivant le côté A" A du point ( A ") au point {A), et la force Q' 
agissant suivant lo côté A" A' du point (A') au point ( A ’). On obtiendra par 
ce moyen , au lieu des trois forces P, P', P " appliquées aux trois sommets d’un 
triangle invariable, quatre forces P, Q , P', Q' appliquées aux deux extrémités d’une 
droite invariable, et qui devront encore se faire équilibre. Donc, pour le système des 
quatre dernières forces , la force principale et le moment linéaire principal devront 
s’évanouir. D’ailleurs , la décomposition de la force P ’ en deux autres , et le trans- 
port de ces deux composantes ne peuvent changer en aucune manière ni la force prin- 
cipale ni le moment linéaire principal du système des trois forces P, P', P". Donc 
aussi , lorsque le triangle invariable est en équilibre , cette force principale et co mo- 
ment linéaire principal s’évanouissent. Cola posé, si l’on appelle 

X, Y, Z 
L, M, N 

les sommes des projections algébriques des forces P, P', P", et celles des projections 
algébriques de leurs moments linéaires, on aura, dans lo cas d’équilibre, 

!/(**+ E* + Z*) = o. i/(£> + H' + N’)=o; 

C .Y = o, Y= o, Z = o, 

( T. = o , J/ = o, N — o. 

Réciproquement on peut affirmer quo le triangle invariable sera en équilibre , toutes 
les fois que les équations (v) seront satisfaites, c’est-à-dire, en d'autres termes, toute* 
les fois que, pour lo système des trois forces appliquées aux trois sommets du triangle, 
la force principale et le moment linéaire principal te réduiront à zéro. En effet , dans 
cette hypothèse , le* direction* des trois forces seront , ainsi qu’on l'a précédemment 
démontré [page is4]« comprise* dans le plan du triangle. Par suite, on pourra dé- 
composer la force P" en deux autres dirigées vers les points {A), (A'), et trans- 



(» 

et par suite 

(») 
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porter cet dernières composantes do manière à ict appliquer aux pointa dont it s’agit. 
Ou substituera par ce moyen au système des trois force* données un système de quatre 
forces appliquées aux deux extrémités {A) , (A’) d’une droite invariable; et, comme 
la force principale ot le moment linéaire principal ne changeront pas de râleurs dans 
le passage du premier système au second , ces deux quantités seront encore nulies pour 
le nouveau système , d'ou l’on peut conclure qu’il y aura équilibre. 

Si, le triangle A A' A‘ restant invariable, chacun de ses sommets était soumis 
à l’action de plusieurs forces, on pourrait remplacer les différentes forces appliquées 
h chaque sommet par une résultante unique. Cela posé, comme le système des trois 
résultantes ainsi obtenues aurait la mémo force priucipalo et le mémo moment linéaire 
principal que le système des forces données, on trouverait toujours que les conditions 
nécessaires et suffisantes pour l’équilibre se réduisent à l’évanouissement de celle force 
principale et do ce moment linéaire principal, ou, ce qui revient au même, à l'éva- 
nouissement des six quantités que l’on obtient en ajoutant, u* les projections algé- 
briques des forces données , a.* les projections algébriques de leurs moments linéaires. 

Dans les deux cas que nous venons de considérer , et qui sout relatifs à l'équilibre 
•lu triangle invariable , la sixième équation d'équilibre no se déduit plus des cinq autres , 
— comme H arrive quand on considère l'équilibre d'une droite invariable. 

Soient maintenant [A) , (A') , ( A *) .... des points liés invariablement les uns aux 
autres , et en tel nombre que l’on voudra. Ces points formeront ce qu’on appelle un sys- 
tème invariable. Cela posé, cherchons les conditions d’équilibre de plusieurs forces 

P, P', P’. ... 

respectivement appliquées & ces mêmes points ; et désignons encore par 

X, y, Z. M, N 

les sommes des projections algébriques de CCS forces et de leurs moments linéaires , le 
centre des moments étant toujours placé à l'origine des coordonnées. Si l’on suppose 
d’abord que le plan mené par les trois points (A), {A'), ( A *)...., ne renferme 
aucun des autres points donnés , chacune des forces P" 1 , P’, etc. .. . pourra être rem- 
placée par trois composantes respectivement dirigées suivant trois arêtes d'une pyramide 
qui aurait pour base le triaügle A A ' A", cl lu point d’application de chacune de 
pes composantes pourra être transporté à l’un des trois sommets du triangle dont il 
r agit. Quand , à l'aide de ces deux espèces d’opérations, on aura substitué au système 
•les forces données celui de plusieurs forces appliquées aux trois sommets d'un triangle 
invariable , il sera nécessaire , et il suffira pour l'équilibra que la foree principale et le 
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moment principal relatif'» au nouveau syatttne «'évanouissent. Or, cette foroe principale 
et ce moment linéaire principal *c trouvent représentés pour le premier système par 
les deux quantité» 

/(*» + !* + Z») . v /(/.• + JT+JV*); 

t* 

et comme, en passant du premier système au second, on ne change ni les sommes des 
projections algébriques des forces; c’est-à-dire, les quantités 

X, y, Z. 

ni les sommes des projections algébriques de leurs moments linéaires, c’est-à-dire, les 
quantités 

L. M, N; 

il est clair que les condition* nécessaires et suffisantes pour l’équilibre seront exprimées 
par les deux formules 

(i) \/(X'+ Y' + Z') = o, !/(£• + if* + IV*) = o , 

auxquelles on peut substituer les six équations 

( JT = o, o , Z s= o ; 

(») < 

J L — o, Jf = o, lV = o. 

Si l’uue des forces P"', P ,r , etc avait son point d’application situé dans le plan 

du triangle AA' A " , il arriverait de deux choses l’une. Ou cette force sc trouverait 
elle-même comprise dans le plan du triangle , et alors elle pourrait être remplacée par 
deux composantes appliquées à deux sommets de ce triangle, par exemple, aux point» 
(A), ( A '). Ou elle serait dirigée suivant une droite qui couperait lo plan, et pour- 
rait alors être appliquée à un nouveau point de celte droite que l’on supposerait in- 
variablement lié avec tous les points du système. Ce nouveau point étant situé hors du 
plan du triangle, toute difficulté disparaîtrait. Dans l’un et l’autre cas, on parviendra 
évidemment aux conclusions que nous avons précédemment obtenues. On arriverait 
aussi au même résultat, en substituant au triangle A A' A’ un triangle quelconque 
dont les trois sommets seraient liés invariablement au système des points donnés. Doue 
eu définitive , pour que des forces quelconques appliquées aux différents points d’un 
système invariable se fassent équilibre , il est nécessaire et il suffit que la force princi- 
pale et le moment linéaire principal s’évanouissent , ou , en d’outres termes , que les 
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sommes de» projections algébriques des force» données et de» projections algébrique? 
de leurs moments linéaires se réduisent h zéro. Lorsque le système des forces données 
ne satisfait pas aux conditions d’équilibre , on peut à co premier système de forces eu 
joindre un autre choisi de mnnière que l’équilibre se troure rétabli. Soient , dans celle 
hypothèse , 

X., Y., Z,. L,, M,. A, 
ce que deviennent les quantités 

X , Y, Z, L, M, N 

lorsqu'on passe du premier système au second. On aura nécessairement 
( X -f- X i := O , f -j" fi = 0| Z-\~Z,^=o; 

( 8 ) 

( Xd“£i=o, jV-f-3/, :=o» N-+-A,= o; 
ou , ce qui reviont au même 

( x,=—x, y.=— y. z.=-z, 

( 9 ) l 

( L=,— L, A, = — A. 

Réciproquement , si les équations qui précèdent subsistent , la réunion des deux sys- 
tèmes produira l'équilibre. Donc, pour que deux systèmes de forces appliqués b des 
points liés invariablement le» uns aux autres se fassent mutuellement équilibre , il est 
nécessaire et il suffit que, dans le passage du premier système nu second, les sommes 
des projections algébriques des forces et des projections algébriques de leurs moments 
linéaires conservent les mêmes valeurs numériques , mais changent de signes. 
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SUR QUELQUES FORMULES 

RELATIVES A LA DÉTERMINATION 

DU RÉSIDU INTÉGRAL D’UNE FONCTION DONNÉE. 



Soit /'(:) une fonction donnée île lu variable ; . Si le produit 
(0 - */(*) 

s'évanouit pour des valeurs infinies, réelles ou imaginaires de celle variable, on aura 
[voyez In page 1 10] 



D; 



r 



-<(/<*>)) = *• 



Si, au contraire, le produit (i) se réduit, pour des valeurs infinies de a, il la cons- 
tante $, on trouvera 

( 3 ) l ((/(*)» = #• 

Or, si l’on pose : =— , le produit (i) se changera dans le rapport 

(« {O 

U 

I , • 

et la constante 4 ^*'g n< hs par j coïncidera évidemment avec la valeur de ce rapport 

correspondante b « = o , ou , ce qui revient au même , avec le résidu de la fonction 

! i i ::! . '»■ ; '•> • • 



w 



.. : -Æ ... .. 

e, .ill-l , i i l **è f.VM 



relatif h une valeur nulle de u . On aura donc 

9 ~'~ {(«’)) “ C ((*■)) ‘ ' 



*9 
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et la formule (3) pourra être remplacée par la suivante 



( 6 ) 






Or, celle dernière ne doit pas être restreinte an cas oii le produit : J’(z) con- 
serve une valeur finie pour des valeurs infinies de z; mais elle subsiste généralement 
lorsque le résida do la fonction (S), correspondant à une valeur nulle de u, se réduit 
3 une constanlc déterminée. C'est ce que nous allons faire voir. 

Si l’on suppose le signe £ relatif! la variable s, on aura, en vertu des prin- 
cipes établis ! la page 21 , 



(7) 



+B 

“* ~ C ((«■)) (-*) + ' 



U représentant une fonction de u qui conservera une valeur finie pour u = o: 
puis, en développant l’expression 



r /(t) 

C ((#■))(«-») ’ 



et désignant par m le nombre des racines de l’équation 

[8) 



/( t) 



qui se réduisent à xéro , on trouvera 

M ■r ^, .r' / e + • tPÜsUt. 

«> — a#*» ^ ((*•)) 

u r ' . , 

Si, do plus, on remet pour u sa valeur — , et si 1 on pose 
( 10 ) t/ii’ = «(j) ou » Vr= *’<»(*) , 

on tirera de l’équation (q) , multipliée par u’, 

, r /(~) c f (t) r'VCf) , , , 

<"> /(, >=Tiw +£ T5F + - - + ï 
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Si muinlcDanl on prend le résidu intégral de chacun des membres de la formule (11) 
par rapport It s , et si l’on a égard aux équations 



"((t)) = *’ £« l )) = o. = £((*"))==< 



on trouvera 



(•*) 






D'ailleurs , puisque la fonction V conserve une valeur finie , quand on suppose 
« = o, la même supposition fera nécessairement évanouir le produit 



U U — Z tr(t) . 



On aura donc 

(,5) ‘~ 



i s 

et par conséquent l’équation (ta) entraînera la suivante 

04 ) 



r 'M 



qui ne (litière pas de la formule (6). On pourrait encore établir la même formule à 
l'aide des raisonnements que nous allons indiquer. 

Si l’on remplace immédiatement , dans la furmulc (7), u par , et si l'on a 

« • 

égard h l’équation 

1 ■ * I r , ' 

#(• -m) _ I* »-« 



on trouvera 

(. 5 ) 



... . ■ r/<£)v r /(t) . . 

/(*)-, C ((,.]? ^ ((a)) (»-*') _+ ‘® r(3:) ■ 



. ’ .■ 1 . ' i’\ 1 ; 

De plus , on reconnaîtra facilement que l’expression 
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L 



( >56 ) 

/(t) 

((')) (•-*') 



considérée comme fonction de la variable z, donne pour résidu intégral relatif h 
celte variable une quantité nulle. En effet , ce dernier résidu ne pourrait différer de 
zéro , que dans le cas où , en désignant par ç une valeur finie de s , et par 
s = i, » = ç — (— des valeurs de s et de z, infiniment rapprochées , l’une de 
zéro, I autre de r , on obtiendrait , pour le développement de la fonction 



/(;) /(t) 

«(|-3S) «t>-«(Ç+0] 



suivant les puissances ascendantes de > et de t', une série de termes dont fui» 
serait réciproquement proportionnel au produit Or, il est clair que le dévelop- 

pement dont il s’agit ne renfermera point do terme de celte espèce. Cela posé , si 
l’on prend le résidu intégral , relatif è s , de chacun des deux membres de la 
formule (i5) , on retrouvera évidemment l’équation (i4) , ou , ce qui revient au môme , 
la formule ( 6 ). 

Concevons è présent que, dans la formule ( 6 ), on substitue à la fonction /(:) 
le rapport 

Æ 1 

t-x 



On en tirera 



et par suite 

(•7) 



rllA*)\\ , r ((/(*)))_/ 

L 1 (— ) ) - f(x) + -TT” - C ? (Ô)T 



r *) 



f(x) =i<Lgm + 



r /(t) 



Telle est l’équation que l’on devra substituer à la formule (Sg) de la page iis, si la 
fonction f(z) devient infinie en môme temps que k variable z. 

Lorsque /(*) est une fonction entière de x, le résidu intégral 

r ((/{«) )) 

Ls — — — — — 

.* Æ-fl 



s’évanouit, attendu que /(*) conserve une valeur finie pour une valeur finie quel- 
conque de la variable z , et l'équation ( 17 ) se réduit h 
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( '*7 ) 



„.._r /(t) 

J(x) — - L. 



((*)) (*-**) ' 

Il est facile di* vérifier cette dernière formule. En effet, supposons 

{19) f(a)z= « ..+**+*» 

a , b , e. . . , k , l désignant des coefficients constants , et m un nombre entier. En 
vertu de ce qui a été dit [page ta], le second membre de la formule (18) ne sera 
autre chose que le terme indépendant de la quantité infiniment petite • , dans le dé- 
veloppe.ment du produit 



At) 



7T7T— ( 7 = + + 7^ + +* 7 + <) (> + «* 4- *•** -4- «le...) 



en série ordonnée suivant les puissances ascendantes do cette même quantité. Or . le 
terme dont il s’agit est évidemment égal au polynôme (19). 

Concevons h présent que f(tr) représente une fonction rationnelle de la variable 
x , en sorte que l'on ait 

f(*) 



(ai) 



/(*) = 



*(*}' 



f(x) et F(x) désignant deux fonctions entières de la même variable. Si le degré de 
f(x) est inférieur b celui de F(x), le résidu 



(**1 



L 



r /(t) 



((*))('-**) 
s'évanouira, et la formule (17), réduite b 

r*3) /(*)=£ Mil I } , 



suffira , comme on l'a dit (page aa), pour la décomposition de la fraction rationnelle 
/(x) en fractions simples. Au contraire, si le degré do f(x) surpasse le degré de 
F(x), la fonction 

f(*) 

F (*) 

se trouvera décomposée par l’équation (17) en deux parties dont l’une, savoir. 
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(. 4 ) ISL&V). . 

x-t 

représentera U somme des fractions simples dont l'addition fournit le reste de la di- 
vision de f(æ) par F (*) , tandis que l'autre partie , c’cst-à-dire, l’expression (as), 
représentera le quotient de cetto même division. 

Supposons , pour fixer les idées , 



/(*)=■ 



On tirera de l’équation (17) 



/..m l±fl_ / ■+«* . / » + «* 

1 > * + *> ((* + **))(*-*■) "^ («+--)((*•)) («-«) ' 

On trouvera d’ailleurs 

(• i-J-s* f 1 1 t 1 

^ (T=+^ T )îT»-*7 ~ c ' ((*(*— f3}( , 4Vû))) , *-‘ ~ x «4V* ' el 

r *+* 4 — T 

(•+*•)((*•)) (■.•-*’) 

Par conséquent la formule (26) donnera 

i-|-x* î 1 1 

x-f-x 1 x x-\-ÿ~t *’ 

ce qui est exact. ' 

Concevons enfin que la fonction f(f e) devienne transcendante. Alors, pour que 
la formule (17) subsiste, il sera nécessaire que l’expression (as) se réduise h une cons- 
tante déterminée. C’est ce qui arrivera , par exemple , si l’on suppose 



/(*) = cnt-. 



Dans ce cas particulier , on trouvera 

f {?/(-') n _ r a>n = = 



(*-*) ((cosîj) «• 9"**'V= 



ClCs.. 



11 11 






— etc.., 



Digilized by Google 



( l3 9 ) 



ou , ce qui revient au même . 

I 1— + — 1— + î \- etc. . . . i . 

et -de plus, eu désignant par > un nombre infiniment petit . 

d(^±) 

\ l-tX ' 



d t 



/(—) cot t 

/ K J — / 

° ((.))(.-**) - C/ ((*))(»-**) 

Par suite, la formule (17) donnera 

. , 1 (i.i.i 

(*q) cot - = se — «sb 1 ■ ■+■ h 

v *' X fir’X*-l 4 tt*X*- 1 gjr'x’-l 

* 

On trouvera encore de même 



■ cot < I 

• — ££ ». — ■ I 

(i-ix)’ ~ (i-ix)cos’ 



+ etc. ... J 



( 3 o) 



— — =x+— 

a» ^ a 



tiny/[»(g 4 -i)] 1 sin|/'[ac(a«+t)] 1 . 

a s -f-*{a*-x») ÿ [ait(a<r+i )] a’ + asfa’-x*) \ 

sia(/[ 5 »( 3 îr-|-i)] 



+ ax 



smy iQirf o;r-n jj 1 

t/[ 3 *( 3 * 4 -i)] a* + 3 *(a>-*>) + c * 

5 in|/[<r()r- 1 )] 1 sinp^[ air(aff - 1 ) j 

yé[iv(ir-l)] «*-ir(a*-x») ^ |/[air(air- 1 )] 

. tin y/ [3 ir ( 3 tr - 1 )] 

”• L » / r*t - f * 1 TTT 



a’ - a^(a* - x*) 



l/[ 3 ir( 3 jr-i)] a’ -3 jr (a> - x’ ) 



7— ô + etc - 



Les deux équations qui précèdent suffisent pour montrer le parti que l’on peut tirer 
de la formule (17). Nous ajouterons que, si, dans l’équation («9), on remplace 
1 

* P ar “• on «c trouvera précisément ramené à la formule (6a) do la page îio. 
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SUR UN THÉORÈME 



RELATIF AU CONTACT DES COURBES. 

»— aBC Bfc- -— 



Lorsque «leux courbes sc louchent en un point donné (/•’), et, que Ton marque 
sur ces courbes, prolongées dans le même sens, deux points ((>), {/?), situés b des 
distances égales et infiniment petites du point de contact, ces distances sont les deux 
côtés d’un trianglu isocèle; et. comme chacune d’elles forme avec la tangente aux 
deux courbes un angle très-petit, on peut affirmer que la base «ht triangle isocèle est 
sensiblement perpendiculaire h ces mêmes courbes. On ne devra plus en dire autant , si 
le rapport entre les cordes ou distances PQ, PR, supposées infiniment petites, 
n’était pas rigoureusement égal b l’unité, mais en différait très-peu; et , dans ce dernier 
ras, on pourrait seulement assurer que la distance QR forme avec chacune des 
cordes PQ, PR un angle sensible. Ainsi, quoique le rapport entre «s cordes se 
rapproche beaucoup de l'unité, quand les deux ares deviennent rigoureusement égaux, 
on pourrait douter que, dans celte hypolhèso, la distance Q H ItU sensiblement 
normale aux deux courbes données. C’est néanmoins ce que l'on peut facilement dé- 
montrer b l'aide des considérations suivantes. 

Supposons que lus longueurs égales portées sur la première et la seconde courbe à 
partir du point de contact, aboutissent, d'une part, au point (*, y, î), de l’autre, 
au point (E,>s,î). Soient «le plus s et c les arcs renfermés, i.* entre un point 
fixe de la première courbe et le point (x,jr, i) , a.* entre un point fixe de la se- 

conde courbe et le point ({.«,(), Tandis que les coordonnées x,y, s: 5, n , j va- 
rieront simultanément, la différence . »• 

s — t , 

. - • t 

restera invariable, et l’on aura en conséquence « = *-f- contt. . 

{i) dt=dt. 

Soient d’ailleurs «, {J,-/ les angles que forme, avec les demi-axes des coordonnées 
positives, la tangente commune aux deux courbes, prolongée dans le même sens que les 
arcs i et « ; v la longueur de la droite menée du point (E, a, ;) au point [x,y, z); 
enfin *,p,v les angles que forme celle droite avec les demi-axes des coordonnées 
positives. On aura sensiblement 
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, , <#*</{ 
(*) COS«= — - — — 

ds di 



’ dy _ dr. 



(3) 



ds dt 

* — t/[(* — 5)*+ — (î — ?)’] 



</.- 

co.-, = — , 






(4) 



CO» 1 : 



{-* 



K-J 



<-* 



et l’on tirera de» formule» (a) réunies à l'équation (■) 

dx 1 ■+■ dt’^dÇ’-J-ds’-f-d;’, 

ou , ce qui revient au même , 

(5) (dx + d{) (dx — di) -+- {dy 4- do) {dy — de) + [ds + d^) (ds — de) = °- 
Or , les équations (a) donneront 



(6) 



ds +. d l -*+*£ =d , + d e =*d, . 

CO» a cos 9 cos y 



De plus, en faisant converger h ver» la limite xéro, dans la formule (3) de l’addi- 
tion placée à la suite des Leçons sur le calcul infinitésimal , on en conclut que, dam te 
voisinage d'une valeur particulière de x, gui fait évanouir deux fonctiom données , 
le rapport entre cet fonctiom diffère très-peu du rapport entre leurs dérivées, et par 
conséquent du rapport entre leurs différentielles , quand mime ces différentielles et 
ces dérivées s'évanouiraient à leur tour pour la valeur particulière dont il s’agit. En 
appliquant ce principe aux seconds membres des formules (4) , on reconnaîtra que les 
quantités cos i , cosp, cos», peuvent être déterminées approximativement par les for- 
mules 



(7) 



dx-di 

de 



COSf* : 



dy - dr. 
dv 



de -dç 
du 



On aura donc b très-peu prés 



(8) 



dx-di, dy-dn dt-dr 



COM 



CCS fi 






Cette dernière équation sera d'autant plus exacte que les points (x.y.s) et ((,*,() 
se trouveront plus rapprochés du point de contact des deux courbes. Si maintenant on 
remplace , dans la formule (5) , les sommes 

dxr{-di, dy-\-de, ds -f- dç 

an 
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par lot quantités cos*, cos 3, cos-/, qui sont entre elles dans les mêmes rapports, et 
les différences 

rtx — dç, dy — de, dt — d . 

par des quantités proportionnelles à ces différences , savoir, cosl , cosp, et cos » , on 
trouvera définitivement 

(9) cos t cos 1 -J- cos p cos f* -f* cos 1 cos» = o , 

Or, la formule (9) exprime que la droite menée du point (as,/, s) au point (Ç.n.ç) 
est sensiblement perpendiculaire & la tangente commune aux deux courbes, ou, ce qui 
revient au même, sensiblement parallèle ou plan normal. On peut donc énoncer le 
théorème suivant , qui est fort utile dans la théorie des contacts des courbes. 

1." Théorème. Etant donné deux courbes qui se touchent, si, à partir du point 
de contact , on porte sur ces courbes , prolongées dans te rnc'me sens , des longueurs 
égales, mais tris-petites, la droite qui joindra les extrémités de ces longueurs sera 
sensiblement perpendiculaire à la tangente commune aux deux courbes. 

Lorsque , dans ce théorème , on remplace la seconde courbe par une droite tangente 
ii la première , il se transforme en un autre dont voici l'énoncé. 

a.* 'l'ntHHÛMK. Si, à partir d’un point donné sur une courbe, on porte sur cette 
courbe et sur Sa tangente, prolongées élans le meute sens, des longueurs égales et très- 
petites, la droite qui joindra les extrémités de ces longueurs sera sensiblement per- 
pendiculaire a U tangente, ou, ce qui revient au même, sensiblement parallèle au 
plan normal. 

Concevons , pour fixer les idées , que l’on désigne par t chacune dos longueurs 
égales portées sur la courbe et sur sa tangente è partir du point donné. Les angles for- 
més avec les demi-axes des coordonnées positives par la droite qui joindra les extré- 
mités de ers doux longueurs, seront des fonctions de t; et, si l’on fait converger i 
vers la limite zéro, ces angles convergeront en général vers certaines limites, et s’ap- 
procheront indéfiniment de ceux qui déterminent la direction d’uno certaine normale 
avec laquelle la droite dont il s’agit tendra de pies en ph* à se confondre. Cette nor- 
male, qui mérite d’être remarquée, est celle que nous appellerons normale principale. 
Pour en fixer la direction, il suffirait de recourir aux formules (7) et au principe énoncé 
à la page ( 1 4 * )• On peut aussi arriver très- facilement au môme but par la méthode que 
nous allons indiquer. 

Désignons par x,y,z les coordonnées du point de la courbe qui coïncide, uou 
plus avec l'extrémité, mais avec l'origine de la longueur i, c’cst-à-dire, les coordnn- 
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nées du point par lequel on mène une tangente & la courbe. Soit toujoura a l'arc 
compté sur la Cottrbe entre le point (#, y, i) , et un point lixo placé de manière 
que la longueur i serre de prolongement h l’arc a . Soient encore * , p , y Ira 
angle* que forme, avec le* demi -axe* de* coordonnée* positives , la tangente au point 
(x , t. *) prolongée dan* la même sons que l’aro s. Si l'on prend cet arc pour 
variable indépendante, l’extrémité de la longueur », portée sur la courbe , aura évi- 
demment pour coordonnées (cola expressions de la forme 




J, J, K devant s'évanouir avec i; tandis que l’extrémité (Tune autre longueur 
égale h i , portée sur la tangente , et comptée dan* le mémo Sens qoe la première , 
aura pour coordonnées 

• . dx . . dy 

x 4- » cos« — x 4- t — - , y -4- » cos 6 — y = a — , 
dt J r J dt 

i • , . di 

Z -f- < CO» 7 — ï -t* s . 




Cela posé, si l'on nomme v la distance comprise entre lus extrémité» des doua lon- 
gueurs, et X,|»,v les angles formés avec les demi- axes des coordonnées positive* 
par la droite qui , partant de l’extrémité de la seconde longueur , se dirige vers l’extré- 
mité de la première . on aura évidemment 

{.») «•>—£(■£?+/) . «»<— ü(-0+e).. 

et par suite 

j cos 7 COSf» CO*» 



(>4) 



d'x , d'y d'z 

+ 7 -& + J - 7 ? 

» «nij’fiSbnh: 






'îrW’rt; 



x 
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Si maintenant on fait converger « ver» la limite zéro , le» valeur» numérique» de 
/ , / , K décroîtront indéfiniment, et, en passant aux limites, on tirera de la for- 
mule (14) 

. cos X cos« __ cos» i 

d'x d'y d's t/[(d , a) , 4-~(rf’y) , + (<f , *)‘’l ' 

Les angles X, p . » déterminé* par cette dernière formule sont ceux qui se trouvent 
compris entre la normale principale , prolongée dans un certain sens, et le» demi-axes 
de» coordonnées positives. La même formule devrait être remplacée par la suivante 



(. 6 ) 



COS À COS p COS v 1 

d'x ~~ d'y ~ d'z l/[( d ' *)* )’ + (d*î)*] ’ 



si la normale principale avait été prolongée en sens contraire. Ajoutons que le» équa- 
tions ( 1 5 ) et (iC) sont renfermées l'une et l’autre dans la seule équation 



(- 7 ) 

D’ailleurs» on a évidemment 



COS À COS p COS v 

H*x d*y rf’f 



(«*) 



dx 

tls 



cos p 



_ 

ds 



COS y = 



di 

dt 



et l’on en conclut, eu prenant toujours l’arc < pour variable indépendante , que la 
formule (17) peut être réduite à 

COSi COSfl _ cos» 

' ‘ rfeos» d cos fs rfeosy 



Si l’on cessait de prendre l’arc s pour variable indépendante, la formule (17) 
deviendrait inexacte. Mais la formule (19) existerait toujours; et, en substituant dans 
celle-ci, i la place de cos z, cos fs, cos-/, leurs valeurs tirées des formules (19) , ou 
trouverait 



cosX cos fl cos» 



(•io) 


rf 


*(—) 


^ «if— ) 




\ <>• 1 


\d, j 


l d s ) 



Nous observerons, en finissant, que la normale principale est toujours celle sur la- 
quelle se compte le rayon de courbure de ta courbe proposée. Dans le cas où cette 
courbe devient plane , la normale principale reste comprise dans le plan de la courbe. 
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SUR LES DIVERS ORDRES 

D£ QUANTITÉS INFINIMENT PETITES. 



-»». ■ ~ » g f ». 



Dans quelques-unes des questions qui so rattachent au calcul infinitésimal , et parti- 
culièrement dans les questions relatives au contact des courbes et des surfaces , il peut 
être utile de considérer , non-seulement des quantités infiniment petites du premier , 
du second, du troisième ordre, etc. , mais encore des infiniment petits dont les ordres 
soient représentés par des nombres fractionnaires on même irrationnels. La seule diffi- 
culté qu'on éprouve alors es( de se former une idée précise de l’ordre d’une quantité 
infiniment petite. Toutefois cette difficulté disparaîtra , si l'on définit l'ordre dont il s'agit 
comme nous allons le faire. 

Désignons par a un nombre constant , rationnel ou irrationnel; par i une quan- 
tité infiniment petite; et pur r un nombre variable. Dans le système de quantités 
infiniment petites dont s «sera la buse, une fonction de i représentée par /{i). 
sera un infiuiment petit de {'ordre a , si la limite du rapport 



est nulle pour toutes les valeurs de r plus petites que a , et infinie pour toutes 
les valeurs de r plus grandes que a. 

Lutte définition admise, si l’on désigne par n le nombre entier égal ou immé- 
diatement supérieur à l’ordro a de la quantité infiniment petite f{ i ) , le rapport 

/(<) 

sera le premier terme du la progression géométrique 



(») 



/(i) 



/(o m 

i ’ i’ ’ 



/(O 



etc. . . . 



si 
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qui cessera d êlre une quantité infiniment pelite ; d’où l’on conclut , en raisonnant 
comme dons I addition placée il In suite des Leçons sur le calcul infinitésimal , que. 
f (n, ( * ) sera la première des fonclious ' 

(5) Ai). /'(O- /*(«•). /'"(O . etc 



qui cessera de s’érnuouir arec « . 
Quant au rapport 

( 4 ) 



/(') 



que l’on déduit de l'expression (i) en posant r — a, il peut n»oir une limite finie, 
ou nulle , ou infinie. Ainsi , par exemple , 



i* *' 

ÏÏÔ* 



•-«* !■(*) 



sont trois quantités infiniment petites de l’ordre a, et les quotients qu ou obtient en 
les divisant par «*, savoir. 



l(») ’ 



« , l(») 



ont pour limites respectives 



i , o , et 



(tôla posé , on établira sans peine les propriétés des quantités infiniment petites , et 
en particulier le» diJ[*ércals théorèmes que uotis allons énoncer. 

Théorème \ . ** Si , dans fin système quelconque. L'on considère deux quantités in- 
finiment petites d ordres différents , pendant que ces deux quantités s'approcheront 
indéfiniment de zéro, celle qui sera d’un ordre plus élevé finira par obtenir cons- 
tamment la plus petite valeur numérique. 

Démonstration. Concevons que , dans le système dont la base est ( , Ton désigne 
par / «r ./*(«*) et par J = /^(i) deux quantités infiniment petites, la première 
de Tordre a, la seconde de Tordre b; et supposons a <6. Si Ton attribue au 
nombre variable r une valeur comprise entre a et b, les deux, rapports 
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«•iront pour limites respectives, le premier ■ — , le second, zéro; et par suite , le 
quotient de ces rapports, ou la fraction 



A» 



J 

7 



aura une limite nulle. Donc la râleur numérique du numérateur J décroîtra beau- 
coup plus rapidement que celle du dénominateur / , et cette dernière finira par 
devenir constamment supérieure b l’antre. 

TBâoRÊUE s. Soient a, b, e les nombres qui indiquent, dans un système 

déterminé, les ordres de plusieurs quantités infiniment petites , et a le plus petit 
tle ees nombres. !m somme des quantités dont il s'agit sera un infiniment petit de 
C ordre a . 

Démonstration. Soit toujours « la base du système adopté. Soient de plus 1 ,J , 
etc.... les quantités données, la première de l’ordre «, la seconde de l’ordre b. 
etc. ... Le rapport de la somme / J -f- etc. ... à la quantité I , savoir , 



■ + j+ 'le. .... 

aura pour limite l'unité , attendu que les termes j , etc. . . . auront des limites nulle*. 
Par suite , le produit 




/ + J + tu.... 



aura la même limite que le rapport 




et, puisque ce dernier rapport a une limite nulle ou infinie, «(tirant qu on suppose 
r < a ou r > a , on pourra en dire autant du rapport 

I J etc. . . . 

<ë ’ 



Donc / + J ■+■ etc. . . . sera une quantité infiniment petite de l’ordre a . 

Corollaire. Les raisonnements par lesquels nous venons d’établir le théorème i." , 
montrent évidemment que, pour de très-petites valeurs numériques de la base s la 
somme de plusieurs quantités infiniment petites , rangées de manière que leurs ordres 
forment une suite croissante , est positive ou négative , suivant que son premier terme 
est lai-méme positif ou négatif. 
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TiiioaÉm: 5. Dans un système quelconque, le produit de deux quantité* infiniment 
petites dont les ordres sont désignés par a et par b , est une autre quantité in- 
finiment petite de l'ordre a ■+• 6 . 

Démonstration. Soient toujours > la base du système que l’o» considère , et J. J 
les quantités données, la première de l’ordre a, la seconde de l’ordre 6. Les rap- 
ports 

/ J 

i r ’ i~ * 

auront des limites nullcs, toutes les fois que l’on supposera r < a , s < 4 ; des li- 
mites infinies , toutes les fois quo l’on supposera r > a , s > b ; cl l’on pourra en 
dire autant du produit 

L J — lJ 

’ i* * 

il en résulte évidemment que le rapport 

!J 

,v+. 



aura une limite nulle pour r-f-s<a-|-6 f et une limite infinie pour r-f-s>a-j-4. 
Donc le produit IJ sera une quantité infiniment petite de l’ordre a b . 



Nota. Si l’un des facteurs se réduisait à une quantité finie . le produit serait évidem- 
ment du même ordre que l’autre facteur. 

Corollaire. Dans un système quelconque , le produit de plusieurs quantités infiniment 
petites dont les ordres sont désignés par a , b , c . .. est uno autre quantité infini- 
ment petite de l’ordre a b + c . . . . 

iHtoRKSh 4- Si trois quantités infiniment petites sont telles que, la première étant 
prise pour base, la seconde soit de C ordre a, et que, la seconde étant prise pour 
base, ta troisième soit de l’ordre b, celle-ci, dans le système qui a pour base 
fa première , sera d’un ordre équivalent au produit a b. 

Démonstration. Soient », / et / les trois- quantités données; en sorte que les 
deux rapports 

l £ 

• F’ !■ 



aient de« limites nuiles quand on suppose à -la-foi» 
infinies quand on suppose à-l*-£ois r>a, *>,h. 



(LV± = 1 

\ i r ] /■ r- 



r<tf, s < 0 , ei de* limite» 
11 c*t clair que le produit 

*.» '• *. i • * .. 

i j • * i 
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aura une limilc nulle pour rs<ab, une limite inlinie pour rs>ab; et par 
suite, que, ai l'on prend i pour base, J sera une quantité infiniment petite de 
l’ordre a b . 

Corollaire i." Le rapport entre les ordres de deux quantités infiniment petites 
J et 1 reste le même, quelle que soit la base du système que l’on adopte, et ce 
rapport est équivalent au nombre b , qui indique l’ordre de fa première quantité . 
quand on prend pour base la seconde. Donc , si , après avoir déterminé pour une cer- 
taine base les ordres de plusieurs quantités infiniment petites, on vient à changer de 
base , les nombres qui indiquent ces divers ordres croîtront ou décroîtront tous à-la- 
fois dans un rapport donné. 

Corollaire a.* Si l'on suppose, dans le théorème 4. que la quantité J se réduise 
à la quantité i, ou aura évidciumeut ab=z\, b— — . Donc, si dans le sys- 
tème dont la base est i, la quantité I est un infiniment petit de l’ordre a . 

J * 

* sera de l’ordre — dans le système qui aura pour base la quantité /. Ainsi, par 

exemple, lorsque 1, considéré comme fonction de t, est un infiniment petit du pre- 

mier ordre , on peut en dire autant de t considéré comme fonction de I. 



Le second corollaire , réuni au premier , entraîne évidemment le suivant. 

Corollaire 3.* Si deux quantités infiniment petites sont telles que, l'une étant prise 
pour base , l’autre soit du premier ordre , le nombre qui exprimera l’ordre d'une quan- 
tité quelconque restera le mémo dans les deux systèmes qui auront pour base les deux 
quantités données. 

On parvient cnoore assez facilement à démontrer, ainsi que nous l’avons fait à la 
page 170 des Leçons sur le calcul infinitésimal, un théorème qui peut être employé 
avec succès dans la théorie des intégrales singulières des équations différentielles , et 
que nous allons rappeler ici. 



TakoRKHt; 5. Si ton désigné par » et par i ) deux quantités infiniment 
petites, zéro sera la valeur unique ou tune des valeurs que recevra lé produit 



(5) 



-/(■) 

/'(<) 



lorsqu'on y fera évanouir la quantité i . 

Nous ajouterons que, si la fonction J"(i), dans le système de quantités infini- 
ment petites dont t représente la base, est un infiniment petit de l’ordre a, le 
nombre a sera ordinairement la valeur unique , ou du moins l’une des valeurs que 
recevra ie produit de t’ par la fraction (5) renversée , c’est-à-dire , le rapport 



(*) 



( ) 

</'(*) _ .. rf-l /(') 

/(') “ rfi ’ 

lorsqu on y fera évanouir la quantité i . (”e*l ce qui arrivera en particulier , si l’on 

prend pour /"(«") l’une des fonctions 

■* 4e » jny» •**(•). *•!•(«). *“siti J- . etc 

Toutefois il existe des fonctions auxquelles celte remarque n’est pas applicable. On 
peut citer, comme exemple, la fonction imaginaire 

• “ | cos — 4- i/T 7 sia -j-j . 

En effet, si l’on pose 

(?) /(*) — *" ( co* y + V” »in =i« * 1 ^ ' , 

/{•) sera infiniment petit de l’ordre <1; et l’on trouvera 



(»} 



/(') ~ 




Or, il est clair que celte dernière expression acquerra une valeur infinie pour une valeur 
nulle de la quantité 1. 





Digitized by Google 



SUR LES CONDITIONS D’ÉQUIVALENCE 

DK DEUX SYSTÈMES DE FORCES 

APPLIQUÉES A DES POINTS LIÉS INVARIABLEMENT LES UNS AUX AUTRES 



On dit en mécanique que deux systèmes de forces, dont les points d’application se 
trouvent assujettis k des liaisons quelconques, sont équivalent», lorsqu'un troisième 
système , choisi de manière k faire équilibre au premier , fait en même temps équilibre 
au second. Cela posé , si les points d’application ont été liés invariablement les uns 
aux autres, il est clair que, dans le passage du premier système au troisième, ou du 
second au troisième, les six quantités ci-dessus représentées [ pag. i 19 et suis.] par 

.V . JP', Z, !.. M , IV 

devront conserver les mêmes valeurs numériques, mais changer de signe. Par conté- 
quent , dans le passage du premier système au second , elles conserveront les mêmes 
valeurs numériques et les mêmes signes. Ainsi , pour que deux systèmes de forces ap- 
pliquées k des points liés par des droites invariables soient équivalents , il est néces- 
saire et il suffit que de part et d’autre Iss projections algébriques des forces et de leur* 
moments linéaires fournissent les mêmes sommes; ce qui revient k dire que ces deux 
systèmes doivent avoir la même force principale et le même moment linéaire principal. 

Concevons maintenant que , pour un système de forces appliquées k des points liés 
invariablement les uns aux aulros, on connaisse les six ■quantités 

x. r. z, /„ m, j v. 

Pour que ce système soit réductible à une force unique, ou , en d’autres termes, pour 
qu’on puisse le remplacer par une force équivalente , il sera nécessaire et il suffira que 
les six quantités données soient propres k représenter les projections algébriques d’une 
-seule force et de son moment linéaire. Par suite , il sera nécessaire et il suffira que 
l’on ait on même temps 



V 
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(i) 

(») 



( «5» ) 

X • + Y' + Z* = o , 

LX+MY + NZ = o. 

(.us conditions étant supposées remplies , la force équivalente au système donné sera ce 
qu'ou nomme sa riautlatuci et celle résultante no sera autre chose que la force prin- 
cipale appliquée à l'un des points de la droite dont les coordonnées 5 , « , Ç vériiient 
les trois équations 

; *Z~x.Yz=zL, 

(3) •- SX — tZ=M. 

’ iY—nX—iV. 

Si l’on avait à-la-fois 

(4) A' = o . y~o, Zz=o, 

l’équation (a) serait toujours vérifiée. Mais la formule (■) se trouverait rémplacée par 
la suivante 

(5) X' + Y' 4- Z* = o . 

Uaus ce cas , le système donné sera évidemment réductible à deux forces égales et pa- 
rallèles , mais dirigées en sons contraires de manière à former un couple. En effet, pour 
obtenir un couple équivalent au système dout il s’agit , il suffira de choisir ce couple 
Je telle sorte que sou momont linéaire ait pour projections algébriques sur les axes les 
trois quantités 

L, M, /V. 

Pour y parvenir , on tracera un demi-axe qui forme avec eux des coordonnées positives 
des angles dont les cosinus soient respectivement 

L M N 

+ ’ i/(t , + 4f* + /V*) ’ i /(/,» + M*+!V*) ! 

on mènera par un point quelconque de l’espace un plan perpendiculaire à ce demi-axe , 
* et par deux points pris arbitrairement dans ce plan deux parallèles quelconques; enfin 
on divisera le radical 

I /(L' + M'+N') 

par lu distance des dcax parallèles , pais t'en parlera sur elles , dans de» sens opposés , 
deux forces égales représentées par le quotient , et dirigées de manière que chacune 
tende à faire tourner le plan de droite à gauche, soit autour du deini-mc primitivement 

i 
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construit, soit autour d’un demi-axe parallèle dont l’origine coïnciderait avec le point 
d'application de l’autre force. Il résulte de ces observations qu’après avoir obtenu un 
couple équivalent au système donné , on pourra , sans changer l'ellct de ce couple rela- 
tivement il l’équilibre, transporter son plan parallèlement à lui-même partout où l’on 
voudra , et faire varier arbitrairement dans ce plan non-seulement les points d’applica- 
tion des deux forces , mais encore les droites suivant lesquelles elles agissent. Ces 
droites étunt supposées connues , on on déduira immédiatement l’intensité de chaque 
force. Il est bien entendu que les points d’application des deux forces du couple sont 
censés liés invariablement l’un ù l'autre et ù tous les points que l’on considère. 

Si , pour le système de forces donné, réquation (*) cessait d’être vérifiée, on pourrait 
substituer ù ce système la réunion de deux autres qui donneraient pour les sommes des 
projections algébriques des forces et de leurs moments linéaires , le premier les six quan- 
tité* 



X , Y , Z, o , o, o, 

et le second les six quantités 

o , o , o. L, M , If . 



I,e premier des deux nouveaux systèmes pourrait être remplacé par la force principale 
appliquée à l'origine des coordonnées , et le second par un couple. Par suite, cetto force 
et co couple réunis seraient équivalents au système donné. De plus, il serait permia de 
faire passer lo plan du couple par l'origine, et même d'appliquer il cotte origine unr 
des forces du couple, en la supposant dirigée suivant uoo droite quelconque. Ajoutons 
que l'origine des coordonnées peut être transportée en un point quelconque de l'espace , 
d'où il suit quo le système donné , quelles que soient les valeurs de X . Y, Z, L, M , N , 
pourra toujours être remplacé par la force principale appliquée h un point quelconque 
do l’espace et par un couple. On arriverait aux mêmes conclusions, en considérant ce 
système comme formé par la réunion de deux autres , pour lesquels les sommes des pro- 
jections algébriques des forces et de leurs moments linéaires seraient respectivement de 
la forme 

X.Y.Z, y.Z — z.Y, t.X — x.Z, x.Y-y.Y, 



o. o. o, L-y.Z + t.Y. M-Z.X + x,Z, If — x 0 Y y. X. 

Le couple qui , joint h la-force principale , peut remplacer un système donné , est ce que 
nous nommerons le couple principal de ce système. D’après co qu’on vient de dire , ce 
couple principal dépend du point d’application de la force principale , et son moment 
linéaire est égal et parallèle au moment linéaire principal , quand on prend le point dont 
il s’agit pour centre des moments. 

Comme , dans le cas où l’on oppliquo au même point la force principale et une force 

31 
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du couple principal , rien n’empéche de composer ensuite ces deux forces entre elles . 
il est clair qu’on pourra, si l’on veut , substituer au système donné, au lieu d’une force 
et d'un couple , un système composé de deux forces seulement. 

Nous terminerons cet article en faisant observer que l’équation (ï) est satisfaite dans 
deux cas dignes de remarque, savoir, i.° quand les forces données sont parallèles à 
une même droite, par exemple, à l'axe des t, puisqu’on a dans cette hypothèse 
X—o, Y = o, X — o; a. ° quand elles sont comprises dus un même plan, par 
exemple , dans le plan des x, y , puisqu’on a dans cc cas /, = o , M — o , Z = o. 
On en conclut que , dans l'une et l’autre hypothèses . le système donné peut être réduit 
soit h une force unique, soit à un couple de doux forces parallèles à l’axe des i , ou 
comprises dans le plan des x ,y. Ajoutons que, les quantités 

X, Y, Z, L, M, X, 



ayant des valenrs quelconques , on pourra toujours décomposer le système qui leur cor- 
respond en deux autres tellement choisis que ces mêmes quantités deviennent respec- 
tivement pour le premier système 

o,o, Z t M , o , 

et pour le second 



X , Y, o, o , ®, N ; 



par conséquent en deux systèmes , dont l’un renferme seulement des forces parallèle» 
è l’axe des t, et l’autre de» forces comprises dans le plan des x,j. 
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USAGE DES MOMENTS LINÉAIRES 



• » 

DANS LA RECHERCHE DES ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE DTN SYSTÈME INVARIABLE , 

ASSUJETTI A CERTAINES CONDITIONS. 



Dans l'article précédent , nous avons fait voir qu’un système de forces appliquées & 
des points liés invariablement les nns aux autres pouvait toujours être remplacé par 
la force principale appliquée à un point quclconquo de l'espace, et par un couple; 
qu'en outre il était permis de supposer l’une des forces du couple appliquée au même 
point que la force principale , et dirigée suivant une droite quelconque menée arbitrai- 
rement par ce point. En partant de ces principes, on trouve facilement les conditions 
d équilibre d’un système invariable retenu par un ou deux points fixes. ’ 

Concevons d'abord que le système invariable soit retenu par un point fixe, et pre- 
nons ce point fixe pour origine des coordonnées. Soient , à l’ordinaire , 

X , Y, Z, L, M. N 

les sommes des projections algébriques des forces données , et des projections algébriques 
do leurs moments linéaires, l’origine étant prise pour centre des moments. Le système 
de ces mêmes forces pourra être remplacé par la force principale 

(O R = s/{X'+F' + Z') 

appliquée à l’origine , et par un couple de deux forces Q , qui agiront en sens con- 
traires suivant deux droites parallèles séparées l’une de l’autre par la ^distance D , 
l'intensité Q de chaque force étant liée à la distance D par l’équation 

(*) QD = ÿ(L’ + M'+N>). 

Ajoutons qu’il sera permis d’appliquer la première force du couple, aussi bien que la 
force R , au point fixe pris pour origine des coordonnées. Alors ces deux forces se 
trouveront immédiatement détruites par la résistance du point fixe, et la seconde force 
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du couple pourra seule produire ua mouvement de rotation autour de ce point. Pour 
que toute espèce de tendance à un semblable mouvement disparaisse , ou , en d’autres 
termes , pour quo l'équilibre subsiste , i) sera nécessaire , et il suffira que la seconde 
force du couple s’évanouisse on passe par l’origine , c’est-à-dire, que l’un des facteurs, 
Q et D , du produit QD , s’évanouisse. Par suite, il sera nécessaire et il suffira 
que ce produit lui-même se réduise à zéro ; ce qui donnera l’équation 

£'+J/’ + AI' = s. 

à laquelle on pourra substituer les trois suivantes 
(5) L = o , M = o , N = o . 

En conséquence des siz équations d'équilibre qui se rapportent à un système invariable 
libre dans l’espace , les trois dernières subsistent seules , lorsque ce système est assujetti 
à tourner autour d’un point fixe, et que ce point fixe est pris pour origine des coor- 
données. Ces trois dernières équations expriment que pour le système des forces données , 
le moment linéaire principal relatif à l’origine s’évanouit. 

Si le système des forces données était composé simplement do deux forces P , P ' , 
son moment linéaire principal ne pourrait être nul qu’autant que les moments linéaires 
des deux forces seraient égaux et directement opposés , ou , co qui revient au même . 
qu’autant que les deux forces seraient comprises dans un même plan passant par l’ori- 
gine , et auraient dans ce plan des moments égaux. On arriverait aux mêmes conclu- 
sions , en partant des équations (5) , qui , dans le cas présent , prendraient la forme 

P p cos*-+- P'p'cosV— o , 

P p cosp-4- P’p’césj»' = o , 

Pp cosv 4-/ >, p'cos»'r= o . 

L’équilibre que nous considérons ici est évidemment celui d’un levier coudé qui a pour 
point d’appui l’origine des coordonnées, et pour bras les droites invariables menées 
de celto origine aux points d’application des forces P, P'. Les doux forces , devant 
avoir des moments égaux dans le cas d’équilibre, seront alors en raison inverse des 
perpendiculaires abaissées de l'origine sur leurs directions. Si le levier est droit, et que 
les deux Jbrccs soient parallèles , on pourra substituer à ta raison inverse des perpen - 
titulaires la raison inverse des deux bras de levier. 

Passons maintenant à l’équilibre d’un système invariable autour de deux points fixes . 
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ou, ce qui revient e? même» autour d’un ÿxc fixe; et prenous cet axe pour axe des z. 
Eu conservant les mêmes notations quo ci-dessus , ou pourra toujours remplacer le 
système de» forces données par la force principale «, |V . 

un • 

æ=v/(X’ + f* + ^’) 

appliquée i l'origine , et par deux- forces Q formant on couple dont te moment <j l) 
sera déterminé par l'équation 

QD = ÿ(L' + M' + N*). 

L'origine se trouvant située snr l'axe fixe, et par suite étant elle- même fixe, si on lui 
applique, ce qui est permis, la première force du couple aussi bien que la force H , 
la sccoude force du couple pourra seule produire un mouvement de rotation du système 
invariable autour de l'axe fixe. Tour que ce mouvement devienne impossible, il sera né- 
cessaire et il suffira que la seconde force du çouple agisse suivant une droite qui coupe 
l'axe des z , ou , en d’autres termes , que le plan du couple passe par l'axe des : . 
Cette condition sera remplie si le moment linéaire du couple est perpendiculaire à l’axe 
des z, auquel cas sa projection algébrique sur cct axe, c’est-à-dire, la quantité If , 
devra se réduire à zéro. Donc , pour le système invariable assujetti à tourner autour 
de l’axe des s, une seule équation d'équilibre subsiste, savoir, l’équation 

(4) N = o. 

On prouverait de même que l'équation 

ftf = o 

exprime la condition unique d’équilibre dans le cas où l’on fixe l’axe des y , et l'é- 
quation 

L — o, 

dans le cas où l’on fixe l'axe des x . 

Si le système invariable pouvait , non - seulement tourner autour de l’axe des z , 
mais encore glisser parallèlement à cet axe , il faudrait à l’équation d'équilibre 

(4) , 1 = o 

joindre la suivante 

(5) 2 = o. 

En effet , les forces du couple pouvant être censées agir suivant deux droites parallèle» 
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entre eUcs , mai» perpendiculaires Si l’axe; pour qu’il n’y eût pas, tans l’hypothèse ad- 
mise . de mouvement dans ce sens de l'axe , il serait nécessaire , et il suffirait que la 
force principale /? devint elle-même perpendiculaire h l’axe. Or, cette condition se 
trouve exprimée par la formule (5). 

Si plusieurs points du système invariable étaient assujettis à demeurer dans un plan 
fixe donné de position , par. exemple , dans le plan des x,y , on décomposerait le 
système de forces qui correspond aux six quantités 



JX, Y, Z, L. M, N 



en deux autres tellement choisis , que ces six quantités devinssent respectivement 



pour le premier , et 



o , o , Z , L, M , o 

• * ■ 

X, Y, x>, o, o. A' 



pour le second. Le premier des nouveaux systèmes de forces serait réductible ou à une 
force unique parallèle à l'axe des z, ou à un couple de deux forces qui , se trouvant 
comprises dans un plan parallèle & l'axe , pourraient étro censées dirigées dans ce plan 
suivant deux droites parallèles à ce même axe; et, comme, dans l’hypothèse admise, 
les forces parallèles è l'axe des z ou perpendiculaires au plan des x ,y ne sauraient 
produire aucun effet, il est clair que les forces du second système seraient les seules 
qui pussent troubler l’équilibre. Or, ce second système peut évidemment se réduire 
soit è une force unique comprise dans le plan des x ,y , soit à un couple de deux 
forces renfermées dans ce même plan , è moins que les trois quantités 

X, Y, N 

ne s’évanonissent , c’est-à-dire , à moins que l’on n’ait à-la-fois 

. . - '1 r ! 

(6) X = o , Y= o, A' = o. 

Si ces trois équations ne sont pas vérifiées, la force ou le couple équivalent au second 
système tendra certainement à produire un mouvement de translation ou de rotation 
des points situés dans le plan des x,y, cl l’équilibre ne pourra subsister. Au con- 
traire, si les conditions (6) sont remplies, les forces comprises dans le plan des x ,y 
pourront être remplacées par une résultante nulle, d’où il suit qu’elles se feront mu- 
tuellement équilibre. Par conséquent . dans l’hypothèse admise , les conditions d’équi- 
libre se réduisent aux équations (6). 
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Il est bon de remarquer que l’espèce d’équilibre dont nous venons de nous occuper 
en ce moment , comprend , comme cas particulier , l’équilibre de plusieurs forces situées 
dans le plan des te, y, et appliquées dans ce plan il un système de points invariable, 
que l’on suppose entièrement libre. 

De même, l’équilibre d’un système invariable assujetti à tourner autour de l’air, 
des comprend, comme cas particulier, l’équilibre de plusieurs forces situées dans 
le plan des x,y, et appliquées dans ce plané un système invariable de points, assu- 
jetti à tourner autour de l'origine. 

Il suffit, au reste , de comparer cet article et l’article précédent au chapitre H de la 
statique de M. Poinsot , pour reconnaître l’analogie et la liaison qui existent entre la 
théorie des moments linéaires et la théorie des couples. 







■> I! • 
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SUR UN THÉORÈME D’ANALYSE. 



( Extrait du Bulletin, de la Soçiiti philomathique. ) 



Tuèobkxe. Noient 

(i) {(x) — k(a — a) (x — 6)(x — e )... = £*" 4* Zx*—' 1 4.... -hput + q > 



(a) F(x)=À'(x— A){x— B)(x— C)... = Kx’ + Lx"~' +... + p x +Q, 

lieux polynômes en x, le premier du degré n\ , le second du degré n ; soit 
d'ailleurs II une quantité constante. On pourra toujours former deux autres po- 
lynômes u , v , le premier du degré n — i , le second du degré m — i, et qui 
seront propres à viri/ier C équation 

(5) uf(x) +tiF(x) = B. 

Démonstration. En vertu de la formule d’interpolation de Lagrange , la somme des 
produits de la forme 

iÇfip-v ' 

{ x-b)(x-c)...(x-A)(x-B){x-C)... _ x-a ' 
{a-b)(a-c)...la-A)(a-B)(a-C)t.. f'(a).F(a) 

et des produits de la forme 

fl X )l±ïl ■ 

(j -a)(x-b)(r-c)...(x-B)(*-C)... - \ ' x ~d t 

(A-a)(A-b)[A-c)...{A-B)(A-C)... t(A).V’{A) ' 

>era équivalente h R . Par conséquent on vérifiera l’équation (3) en prenant 

i (liai) I2Ï?L\ (lizÛ s 

I \x-A I . V x-B I , \ x-C I , | , 

(4) « = /? f(A).f'{A) f(B).F'CB) f(C). F'(C) +c c — J ’ 



1 F(a). f’(«) ^ F(4).r(A) 



(JlfL) ( \ 

\ *-* I , \ J - f I 4. etc | 

(M.r<») + F(r). f’(r) + 



Donc, etc. 
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Nota. Si l'on voulait déterminer directement le> polynôme» u et x de manière 
k vérifier l'équation ( 8 ), et, en réduisant leurs degré» aux plus petit» nombre» pot- 
eibles , il suffirait d'observer qu’en vertu de cctto équation l'on doit avoir , 



pour * = A,« = —; 


pour 


x=B ' u =m ! 


R 






pour « = *t=— ; 


pour 





On connaît donc n valeurs différentes do « , et m valeurs différentes de v . 
Cela posé , les polynômes les pins simples que l’on puisse prendre pour u et v de- 
vront étro en général le premier du degré n — i , le second du degré m — i ; et 
si on les détermine, par la formule de Lagrange, h l’aide des valeurs particulières qua 
nous venons d'obtenir, on retrouvera précisément les équations ( 4 ) et (5). 

Corollaire i." Supposons que l’on prenne 



( 6 ) R—k m K n (a — A) [a— B) (. tv—C)..(b—A ) {b— B) (b—C)..(c—A) (c—B) (c—C ).. , 
ou, ce qui revient au même , 

( 7 ) R — k"‘T (a). F(b).T{c)...= (— i)”">K"t{A).t(B) .t(C)... 



Le premier des deux produits 

F (ô). F(A). P(e) f(^).f(fl).f(C).... 



sera évidemment une fonction entière et symétrique des racines de l'équation f (as) = o , 
et par conséquent une fonction entière des quantités 



A.L.. y. 




tandis que le second sera une fonction entière des quantités 







P Q 
’K. ’ K ' 



Ces eonditiens ne peuvent être remplies simultanément qu’autant que la valeur de B , 
déterminée par la formule ( 7 ) est une fonction entière de» quantités ; 

£ , L ... . P, Q. Ajoutons que, si l’on adopte cette valeur de B , les équations (4) 
at (S) se réduiront b 

ai 
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(H) u 



r(D).r(C1.r(D)...(B-C)(B-D)...(C-D)...(x-B)ls-C)(*-D)...-KU, 

' ’ {A-S){A-C) {A-D) . .. (fl-C) (£-»)-. (C-D) 7 ' * 



,,.v V(t,) . V(').V(d)...(h-c)(b-d)...(c-d)...[x-b){x-c){x-d)...+tte. 

' {<trb}(a-e)(a-d)...(b-c) [b-d).. (c-rf)... 



Or , le* deux termes de la fraction quo renferme l’équation (8) sont de* fonctions al- 
ternées de* quantités A , B , C , D . . . , c’est-à-dire , des fonctions qui obtiennent de» 
valeur» alternativement positives et négatives , mais toutes égales , au signe près , lors 
qu'ou échange ne* quantités entra cLIas. De plus, la fonction alternée qui représente le 
dénonsinsklaur , «tant la plus simple de. son espèce , divisera cette qui foraie le numéra- 
teur [voyea la pnmüàrc partie du Cours de CEtoU ■polytechnique, page 75]. il ea 



résulte que le rapport ~ sera une fonction symétrique cl entière des racines de l'é- 
quation K (.r) — o. Donc par suite u sera une fonction entière des quantités 



k,i.. 



••P» 




L 1 

<? ' K ’ 



et de 11 variable x. Parla mémo raison v vers une fonction entière dos quantité* 



A', !.. 



P.Qi k. 



P 1 

’ 7 ’ T 



et de la variable x. On doit en conclure que u et v seront équivalents ou à 

deux fonctions entières des quantités x, k, l p , q •, K , h P, Q; ou a 

deux semblables fonctions divisées, la première par une puissance do K , la seconde 
par une puissance de k. Or, Il désignant déjà une fonction entière des quantité* 
k, l . .. . , p , q ; K , !.. . . . , P, Q, et les quantités u, t> devant satisfaire à l'équation 
( 5 ) , la seconde supposition ne -«aurait être admise. Donc, si l’on attribue à R la 
valeur fournie par l'équdtian (6) ou (7') , H , u cl t> seront des fonctions entières 
des quantités k,l....,p,q ; K,L..,,,P,Q, et de la variable x, qui entrera 
seulement dans u et r, De plus , «I est 'aîné de voirqu», daoscaadhnotiotinenUiao». 
le» coefficients numériques seront toujours des nombres entiers. 

Corolltire ».* Dans le cas oti jîcm suppose kex: ) , K t= I , les équations (6) et (7) 
se réduisent aux suivantes : 

•>’-.|. • • p ' » p ' •' 1 ■ • 

(*<>) dl ,^)fn — #!](#— f,' )...>( 4 — >) ( t — t) tfé— <7 ) .. .( 0 — jtf )4« — fi ) (o — ) - - 

.• .« - - -, •' . .. • ■;!. \ é 

( 11 ) /l = F(rt).FC6).F(e)... = C— 0>"»fUl.f(J)af^)n. i i, 
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Ce cas particulier , auquel on ramène facilement tous les autres, est celui que nous 
avons considéré dans le Mémoire présenté à l’institut le ai lévrier 18*4. 

Corollaire 5 .‘ Pour que les deux polynômes f(as), F (x) se changent en deux 
fonctions entières de x et y , la première du degré m , la seconde du degré n , 

il est nécessaire et il suffit que les quantités k , l. ... , p , g et K, L P, Q 

deviennent des fonctions entières de /, des degrés représentés par les nombres 
o, i..«. s% — i,m, et par les nombres 0 , 1. . . . « — 1 , n . Alors , les rapports 

± J f_.A _P_ Q 

y y"—' ’ y m ‘ r jr.*-* * y* 

se réduisant & des quantités finies pour des valeurs infinies de y, on pourra en dire 
autant des valeurs de as propres à vérifier les deux équations 



À a; , + = 0 

y y*— « . y- 

c'est-h-dire des rapports 

a b e 

y ’ y ' y * 

et du suivant 



«t 



AV + - *— * 
y 






T)(rf)--(r^(r7)(rf)--(f7)(f7)(;T)-- 



Gela posé, la valeur de S , fournie par l’équation (fi) ou (y) , sera évidemment une 
fonction entière de y, d un degré inférieur ou tout au plus égal au produit ma. 
l)o plus, si, dans cette hypothèse, on écrit F(®,y) , au fieu de f(x) 

et de F (m ) , la formule ( 3 ) deviendra 



('•> stf(*, 7 )+eF(* <:y ) = fl, 

et il est clair que toutes les valeurs de y , qui permettront de vérifier simultanément 
les équations 

('*) f(*, 7 ) = o, F(«, 7 )=o, . t 

devront satisfaire è l’équation ■> < • • 

(• 4 ) . = 

Corollaire 4.* Il suit du corollaire précédent, qu’étant données doux équations rt- 
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gébriquc* «11 x «1 y , l'une du degré tn , l'autre du degré » , on pourra tou- 
jour» en déduire, par l'élimination de te, une équation en y , dont le degré sera 
tout au plus égal au produit mn. De plus, on formera aisément le premier membre 
de l'équation en y, par la mélhodu fondée sur la considération des fonctions symé- 
triques. 

Corollaire. 5.' Lorsque les quantités k p, q ; K,I....,P,Q, c’est-4-dirc, 
les coefficients des deux polynômes f(x) et F(tu) s« réduisent, nu* signes près, 4 
des nombre* entiers, on peut en dire autant des coefficients des fonctions u et v dé- 
terminées par les formules (8) et (9) ; et la râleur numérique do la quantité P , 
donnée par l'équation (fs) ou (7), est pareillement un nombre entier. Dans ce cas, si 
une mémo râleur entière de x rend les polynômes f(x) et F (a:) divisibles par 
un certain nombre p, on conclura de la formule (5) que p est un diviseur en- 
tier de R . En d'autres termes, si l'ou adopte la uolaliqn de M. Gauss , les formules 

(»5) f(ai) =0 (mod. p) et F(*) =0 (mod. p) 

entraîneront la suivante 

( 1 G) o (mod. p) . 

A l'aide de cette dernière formule, on déterminera facilement tous les nombres entiers 
qui pourront être communs diviseurs des deux polynômes f (x) et F(x). Le plus 
grand de ces nombres entiers, ou le plus grand commun diviseur entier des deux poly- 
nômes , sera précisément la valeur numérique de R. Si cette valeur numérique se 
réduit à l’uuilé , les deux polynômes n’auroul jamais de communs diviseurs; ils en 
auront une infinité, si elle se réduit 4 zéro. 

. ' . . . ' : . -S. 

Corollaire G.* A l’aide des principes ci-dessus établis, on prouverait aisément que, 
si l'on donne plusieurs polynômes ou fonctions entières de x, y , e. .J. dont le nombre 
surpasse d'une unité celui des variables qu’ils renferment , et dont les coefficients soient 
entiers, 011 pourra former un nombre entier qui sera divisible par les diviseurs communs 
de tous ccs polynômes. Si l’on considère en particulier trois polynômes de la forme 

. .. 1 ..1 l! .. v 'illfir u'- “ * •!{• -, *' * : 1 ' '* ' '■ 1 ‘" 1 11 

(17) F(x.y'), f(x) et f(j') , 

nu trouvera que le plus grand nombre entier qui puisse les diviser simultanément est 
égal , au signe près , 4 la valeur de R déterminée par l'équation ■■ 

(18) « = JÏ~'“+'>F(e > «)F(a,i)F(a,r)..-.F(4,<t)F(i,4)F(4,r)...F(c, fl )F(r,*)F(r,e)..., 

a,b,t.,y désignant las racines de l'équation '<!(#<) ±=x> 
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Corollaire y.* Tout nombre premier p , divisant nécessairement le binomo 

, . I ïir , air 

( 19 ) x , -xz=x\x-co»-^—^-yzlf.ia-^—^ 

quelle que soit la valeur entière do x, il suit du corollaire 5 , que tout diviseur pre- 
mier p d’un polynôme F ( x ) divisera te produit 

(»o) f? = F(o)F ^cos -f i/~sin —'j F ^cos-^--{- j/Tsin ^ j ... F(i), 
qui peut être présenté sous la forme 



H 



4” . air \ 

X - COS 1/., SID ... (X-l) , 

P-I V p-lj ' ' : 



in) B—üzABC.... (A'-' — i) (B'-'—i) (O , 



lorsque , le coefficient du premier terme do F (x) se réduisant à l’unité , l’on désigne 
par A , B , C ... les racines de l’équation F(x)=ro. Si l’on suppose en particulier 



F(») — • 



[n étant un nornbro premier quelconque], on trouvera 
lî = o, ou fl = ±», 

suivant que p sera ou ne sera pas de la forme de m + i. Donc les nombres 
premiers impairs de cette forme sont les seuls qui puissent diviser le binôme x n -f-i, 
tans diviser x + i. Cette proposition était déjà connue. 

Corollaire 8.* Tout nombre premier p , divisant les deux binômes x' — x , et 
y' — y , quelles que soient les valeurs entières de x et y, ne pourra diviser le 
polynôme F(x.j') , sans diviser le nombre qui représente, au signe près, le second 
membre de l’équation (18) , dans lo cas où l’on prend pour a, b, c... les racines 
de l’équation x' — x = o. 

On pourrait étendro considérablement les applications du théocéme ci-dessus dé- 
montré [page 160]; mais nous nous bornerons pour le moment è celtes que nous 
venons d’indiquer. 

Poet-tcriplum. Le théorème qui fait l’objet de cct article , peut être facilement dé- 
duit du calcul des résidus. En effet , si , dans ta formule ( 5 g) de là page 11» on pose 
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/(*) = 






ft désignant un* quantité constante , et f(sc) , F (ae) deux fonctions entières de x, 
on lrou?era 

/î _ r R 



et par tulle 



R 1 __ f il ■ . r 1 

((!(,).»(*) J )" 0 (s-.)f(s) «*(.) j) + ° (•-•) F(.) ((ÎW» ' 



Ou aura donc 

(3) uf(x) •+• i'F(as) = R , 

pourvu que l’on suppose 



*f(«) 



(#-»)F(»)((f(*))) 



1*5) 



r «f(*) 

u—C ■ 



Pwii * 



t> = c 



f Hfto •_ 

(*---) F («) ((f(*))) ’ 



Or, les valeurs de u et », déterminées par les équations (aô), te réduisent évi- 
demment à des fonctions entières de x , dont les degrés sont inférieurs d'une unité 
aux degrés des fonctions proposées F (x) et f(x) . 




«0» 

i.i 



U II"*..: 

«M>" *11, . I 



Digitized by Google 




SUR QUELQUES TRANSFORMATIONS APPLICABLES 

AVX RÉSIDUS DES FONCTIONS , 

{ 

ET WR LE OIARGEMCTT BE TATOMXT J!tJ»tPER»A«TE BARS U! CALCTIL DES RÉSIDES. 



Nous avons déjà remarqué [page >34] que l’on peut, dans un grand nombre de cas , 
substituer au résidu intégral d'une fonction donnée un résidu relatif à une valeur nulle 
de la variable. Des substitutions du mémo genre -peuvent encore être effectuées h l’aide 
de quelques autres formules que nous allons faire connaître. 

Considérons d’abord une fonction /[:) qui devienne infinie par x = z,t et sup- 
posons que l’on puisse assigner au nombre entier m une valeur telle que le produit 

(*) (s -s. )»/(*) 

s’évanouisse; ce qui arrivera nécessairement, si la fonction f{t) est développable on 
une série ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières , mais positives ou néga- 
tives, de la variable z. Je dis que le résidu de la fonction donnée f {-) , relatif 
b la valeur i=s, s’évanouira, en sorte qu’on aura 



(•) 



l 



((*-*.)) 



o, 



effectivement, si J’ms reprise* in par f(e) de produit (s) , on , en d’autres tsrmos , si 

l’on pose 



(3) 



/(•)=*- 



(*-*•)" ’ 



/'(*) = 









(»-*,)" ( s -*,)'"* 1 



on tvouaana 

(4) 

et par suite 

f (»-«.)/'(») _ r f'(«) r '(') f <■!(«,) _ fWfr.) _ 

^ ((*-*.}) (( (*“*•!" )) (((*.*,)«*< J) s.s.S...(m-i) i.s.3... m 



s 
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On pourrait encore démontrer la formule (i) de la manière mirante. Si l'on dére- 
loppe la fonction (3) en une aérie ordonnée «uirant les puissances ascendantes da 
t — , on Irourera 



v 5 ) 



/(*) 



f(«.) 

{*-*■) 



■ ?(*,) ■ . ■ f f — 1 >(»■) 

i (s-«, ■ i.a.5...(m-i) s-s, 



+ 7 T 53 ; <— ■> '‘"“M +*•••• 



et par conséquent 

/■//-* _ '(*■) m -> r (M 

t 6 ) / (»)= — «w-7 " 



ft-— >(s. ) 



(*-*>)’ 



i (s-s,)- 



î. a. 3... (»-■) 



+ 



l 

i. a. 3... m (m+i ) 



f ( ”*°(ï.)+etc— 



Or , le second membre de la formule (6) ne renfermant point de tenue proportionnel 

à la première puissance de , on en conclut immédiatement que le résidu de la 

fonctiou dériréc /'(*) , relatif & la râleur s, do la rariable z , se réduit à séro. 
Concevons maintenant que l'équation 



(7) 

% 



/(*) 



= O 



admette plusieurs racines réelles ou imaginaires *, , r, , r, et désignons par s 

l’une quelconque d’entre elles. 5 sera encore une racine de l’équation 



(•) 

Car , ai l'on représente par • 



/'« 






une quantité infiniment petite, la fonction 



(9) 



> 

TTï^T 



s’éranouir* pour » = o; et, en rertu du théorème (S) de la page i 49 . le rapport da 
cette fonction k sa désirée, c’est-k-dire, la fraction 



(io) 



t 

/(<:+') /«+') 

/'(c+0 /'(t+0 

ï/(t+0? 
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•l'évanouira de même avec « ; ce qui ne peut avoir lieu qu’autant que la fonctinq 
f'(t) deviendra infinie, avec /[•)> pour i = Ç. On peut ajouter que, ai la fonc- 
tion /'(-) devient infinie, et fournit un résidu différent de zéro, pour une valeur 
donnée i de la variable : , a sera nécessairement une racine de l'équation (7). 
F.n effet , soit A le résidu dont il s’agit , et 



(•■) 



/'(*) 



A, 

(,-,y 




■4*7^ +A, + A'l» — s) -j-etc... , 



le développement de f'(t) suivant les puissances ascendantes de : — 1. On trou- 
vera, en intégrant les deux membres de la formule (si). 



(«*) /(*) = 



■ A, 

T - t (»-s) r — 



» A r — , 
r- 3 (s - 1 )'~ 1 



-..-\-A\ (*-*) -\-A, (z-s) + etc. const. ; 



et , puisqu’on vertu de l’hypothèse admise , le premier au moins des coefficients A , A 

A,..,, A, obtiendra une valeur différente do zéro , il est clair que la fonction J (t) 
deviendra infinie pour z = ». Cela posé, si, pour chaque valeur t; de *, propre 
îl vérifier l’équation (7) , on peut choisir le nombre entier ni , de manière que la 
valeur du produit 

(*3) • (*-<>“/(*). 



correspondante k z — Ç , soit finie et différente de zéro, on aura évidemment, en 
vertu de la formule (*) , 

W L ((/'«)>=•-. 

De même , en désignant par x , , X , y, , Y des quantités quelconques , on trouvera 

<*5) *£ r ((/'(*)))=<>.• 

*•- y. 

si la condition que nous venons d’énoncer se trouve remplie au moins pour les racinej 
de l’équation (7) , dans lesquelles la partie réello est comprise enlro les limites x , , A , 
et le coefficient de irr entre les limites y , , Y. 

Supposons maintenant ; • • > ' ••.!,• 

<*«> ’ /(*)=?(.-)•*(*). 

On aura 

*4 
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(<7) /'(•) = »(*)*'(«) +t'(*)x(*)- 

Par conséquent le» équations (i 4 ) et ( 1 5 ) donneront 



(> 8 ) 

et 

(■9) 



£((t(*).x'(*)))=-£ ((/(*)•*(») ». 



Y r (( * (*) • x'(*) )) = - Y r (( f '(») • X (-) )) 



La formule ( » 8) ou (ig) subsiste, lorsque les racines des deux équations 



(«o) 




(•») 




vérifient les conditions auxquelles nous supposions précédemment assujetties les racines 
de l’équation (7). Si ces conditions étaient seulement vérifiées pour les racines de 
l’équation (so) , il faudrait 6 la formule (18) ou (ig) substituer l’une des suivante* 



(•») l ((»(•) ))-x'(*) = -i((r'(*))).x(*) . 

(•*) Y r ((?w ))-x'w = - Y r ((?'(-•) )) • x (*) • 

«.‘•'y. v.'-'y. 

Les formules (18), (*g), (ai) et (aa), peuvent être appliquées avec succès au déve- 
loppement des fonctions en séries. Leur emploi , dans le calcul des résidus , offre des 
avantages semblables & ceux que l'on retira , dans le calcul infinitésimal , de l’intégra- 
tion par parties. 

Nous terminerons cet article en établissant les formules t> l’aide desquelles ou peut 
opérer, dans le calcul des résidus , un changement de variable indépendante. 

Soit r, une valeur de z propre è vérifier l’équation (7). Soit de plus (, une 
valeur correspondante de la variable t liée à la variable z par l'équation 

(* 4 ) * = + (<); 



et concevons que l'on veuille transformer le résidu 



(•*) 



r (*-■*» )/M 
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de manière que le »igne £ se rapporte, non plu» h la variable t, mais à la va- 
riable t considérée comme indépendante. Si l'équation (7) n*a qu’une seule racine 
égale à t, , le produit 

(. 6 ) (*-*.j/(»)=M 0 -*(*.)]/[+( 0 ] 



obtiendra une valeur finie pour * = s, , ou , ce qui revient au même , pour t = t,, 
et celle valeur sera précisément celle du résidu (* 5 ). D ailleurs ou a généralement , 
pour 1 = 1, , 




MO-HM 

i-t. 



no. 



et par suite 

(*s) )]/[+(')]=(<-'. )/[+(0] * ■ *!;*— =(<— «o/H-wi-no • 



à moins que la fonction dérivée +'(*) ne prenne une valeur nulle on infinie pour 
t — t,. Donc, si l’on excepte ce dernier cas, le résidu (sa) Coïncidera nécessairement 
avec la valeur du produit 

(*9) (*-«.)/t*(omo. 

correspondante b l — t, , et par conséquent avec lo résidu de la fonction. 



/[•mo]- no 



relatif è la valeur I, de la variable t. On aura donc alors 



( 3 °) 



r (*-*.)/(*)•_ r ('-M-/t MQ]-nO 



Concevons maintenant que t*é<|ualion (7) admetto m racines égales à 2, , m étant 
un nombre euticr quelconque. Alors, si Ion représente par f(s) le produit 



(0 (* — *.)"/(*). 

on trouvera 

,, . ,, , K».) , 1 Mo , , » . FrSJbl j ! 



+ 7 ^ 3 ; ) + "»C-ô =+ïï f “" +0(ï ° + c,c - * 



et par suite 
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(5») 



/(*) = f(-) + 



, ft"— ■ '>( î.) 



I. î. i-r, ’ 



pourvu que l’on suppose 

(33) ^(î)— üii 2 f (l,) 



i f 



( HI -i) 1 (rn-a)(î-î,)"'-* "* i.a.5...(m-a) :-r, 

Or, ou tirera de l'équation (3s), en y remplaçant j par |(t) , 



(34) 



/L*(«)] = #'M01 + 



f<~— >(r.) 



i.a.3...(m-i) y(0- HM ’ 



et l’on en conclura 
(35) o» 

i; • . • , 

rf-f (•)(()) 

(.>->■) 

r d < 






((<-'.)) 



+ J^L l 






i.a.3... (m-i) ^ (('-'.)) [-HO-H'.)] * 



D’ailleurs, /(î) étant une fonction de z développable suivant les puissances ascendantes 
de î — ï, , ^[+(1)] sera en général une fonction développable suivant les puissances 

ascendante», non- seulement île la différence •}(») — ■(./»,), mais encore de ( r,. 

On aura donc , eu vertu de l’équation [•>) , 



(M) 



r . dl 



o , 



((*-*•)> 

et par conséquent la formule (35) donnera 

(5 ?) r (<-<.)/womo r— (r.) r u-'.mo 



((*-«.)) i.a.3... (m-i) ((i-i.))K(0-f(<>)]‘ 

De plus . si la fonction >|>'(t) prend une valeur finie et différente de aéro pour t = t,, 
ou pourra eu dire autant du rapport 

(58) H0-*(O _ 
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<lont les logarithmes réel» ou imaginaire» seront en général des fonctions de i déve- 
loppables suivant les puissances ascendantes de t — I, : et , comme , en désignant par 

» (/) un de ces logarithmes pris dans le système dont la base est e , on trouvera 



(59) 



VU) 

+CO-+C».) 




ou 



V(0 

*(')-♦(«.) 



-'(0 4 



t-t. ’ 



on aura , [ en vertu de l’équation (»)) , 



r («-«■)V(0 r (<-<■)-'(<) , )• ■ _ r * _ . 

w ' e (('-«.))[*( 0 -KM) {(<-«.)) • (U-'O) ° ((»-'■)) ' ’ 

Gela posé , la formule ( 37 ) se réduira évidemment i 



, r (<-t.)/[*(Q]V(0 . .. >(••■) _ r («- -•■)/(--) 

((<-».)) (( *-*,)) ' 

c’est-à-dire 6 l’équation (3o). 

Si la fonction '!>(<) obtenait, pour l = t,, une valeur nulle ou infinie, on 
pourrait en dire autant de la fraction (58) ; et l’équation (3o) cesserait d’avoir lieu. Con- 
cevons que , dans cctto même hypothèse , la fraction 



(4*) 






dans laquelle u désigne un nombre quelconque , obtienne une valeur Unie différente 
de léro. On trouvera, en désignant par »(/) l’un des logarithmes Népériens réel» 
ou imaginaires de la fraction (4») , et en ayant égard b la formule (a) , 



(A 3 ) tlll — — • '( l ) ou lliii — 

HO-KC) •->. 

(<-c)V(0 



*'(») + 



i-i, 



(44) 



r 



r u-t.wu) . r » 



Par suite, la formule (ây) donnera 

(45) 



r (i->.)/Wi)]f(0 . r (*-».)/ (*) 

((*-».» ^ ((*-*)) 
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Telle est l'équation qui, clans l'hypothèse adonisé, devra remplacer la formule (So). 

Supposons è présent que , l’équation (y) ayant plusieurs racines réelles ou imaginaires 
, i a> Zj on propose de transformer le résidu intégral 

(46) l ((/(s) )) , 

rn un résidu dans lequel le signe .£ se rapporte à la variable t . Si l'équation (»<) 

fournit pour chaque valeur do s une seule valeur de la variable t , on aura évi- 
demment , en vertu du la formule (5o) , 

(47) £ ((/(*) )) = L ((/1+lOMV) )) . 

Si , au contraire , m désignant un nombre entier quelconque , l’équation (*4) fournil , 
pour chaque valeur de z, m valeurs de In variable t, on aura , toujours en vertu 
do la formule (5o) , 

(4*) t ((/(*) ))=m l ((/[+(*)]•+'(«)))• 

Il résulte d'aillrurs de la formule (45) que l'équation (48) s’étend nu cas même où 
plusieurs des valeurs de < , tirées de l’équation (» 4 ) . deviendraient égales entre 
elles pour une valeur ç de s propre à vérifier la formule ( 7 ), c'osl-b-dire , au cas 
où l’équation 

(4 ')) +(*) — ï = o. 

résolue par rapport b t , aurait des racines égales. 

Si, la fonction /( : ) étant donnée par l'équation ( 16 ). 00 voulait remplacer la 
variable : par la variable I , non dans l'expression ( 46 ) , mais dans la suirautc 

(5o) £((?(*) ))x(*). 

il faudrait évidemment substituer b l’cquation (âo) ou ( 48 ) l’une des deux formules 

(*») i ((»(*) ))*(*) = l ((»[+(»)]• +'(«) ))xt+(«)l • 

(5*) l ((»(*) ))*(*) = »» £ ((■?[♦(»)!.+'(*) )) zt+ ( *> 3 • 
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Il est bon d’observer que, dans les formules (5o) , (45) , (4;) , etc. . . . , la foncliou 
dérivée y'(<) n’est autre chose que la valeur de ^ , tirée de l’équation (*4)- 

Tour montrer une application des formules obtenues dans cet article , supposons 
que l’on ait 




et que, s = fi désignant une racine do l’équation (7), on proposo de transforme ' 
le résidu 



(* 5 ) 



r («-»■)/(») 
0 ((*-*.)) * 



en substituant à la variable imaginaire s uno autre variable imaginaire I liée à la 
première par l'équation de condition 



( 54 ) 






que l'on peut écrire comme il suit 

( 55 ) *= 7 ^ 71 /“. 

Il est clair que, dans celte hypothèse, à la valeur s, de la variable 3 corres- 
pondra une seule valeur t, de la variable t . On devra donc recourir , pour la 
transformation du résidu (a5) , à la formule (3o). D’ailleurs , on tirera de l'équation (541 



(56) 



Ut 

t 



et par conséquent 



<5 7 ) 



</(i +»t/”>) u(i -iv/-0 iÿ‘iUf 

1 >+* r ’ 



t U s ■ 

j + i * dt itÿT, 



Cela posé, on conclura de la formule (3o) , en y remplaçant •$'(*) 




( 58 ) 



r *-«■ * _ « / <-•> fi>) 

^ K*-*, ))«♦*■' \« ((«-'■)) » 
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( 176 ) 

L’équation (58), combinée avec l’équation (55) de la page (io4), conduit, comme 
nous le montrerons plus tard , h des résultats dignes de remarque. 

On pourrait encore, & l’aide des principes ci-dessus établis , opérer un changement 
de variable indépendante dans un résidu pris entre des limites données. Seulement 
les limites placées à droite et à gauche du signe £ dans le noureau résidu , nn 

seraient plus celles de la nouvelle variable t, et du coefficient de y'T dans la 
même variable. C’est au reste ce que nous expliquerons avec plus de détail dans un 
autre article. 
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SUR LES DIVERS ORDRES DE CONTACT 



DES LIGNES ET DES SURFACES. 






L'illustre auteur de la mécanique analytique a établi sur de nouvelles bases la théorie du 
contact des lignes et des surfaces. Il a fait voir que, si deux courbes planes, représentées 
par deux équations entre des coordonnées rectangulaires x,y, renferment un mémo 
point (P), pour lequel les dérivées de l’ordonnée y prises par rapports *, de- 
puis la dérivée du premierordre jusqu’à la dérivée de l’ordre n , ne changent pas de va- 
leurs , quand on substitue la seconde courbe à la première , une troisième courbe ne pourra 
passer entre les deux autres , à moins que les quantités y' , y '. . . y (n > , relatives h la 
troisième courbe , ne reprennent, pour lo point (P) , les valeurs déjà calculées. Donc, 
si cette condition n’est pas remplie, les deux premières courbes seront plus rapprochées 
l'une de l’autre que la troisième. Telles sont les considérations que Lagrange emptoio 
pour donner une idée de ce rapprochement des courbes que l’on nomme communé- 
ment contact ou osculation , et que la manière ordinaire de concevoir le calcul différen- 
tiel faisait regarder comme une coïncidence plus ou moins rigoureuse , plus ou moins 
étendue , quoique , à proprement parler , comme l’observe cet auteur , 1a coïncidence 
de deux courbes tangentes ne s’étende pas au-delà du point de contact. Dans la théorie 
de Lagrange, l’ordre de contact des deux courbes planes n’est autre chose que le 
nombre n , c’est-à-dire , le nombre des termes successifs de 1a série 



(>) 



y .y’, y 



qui conservent les mêmes valeurs relatives au point de contact , lorsqu’on substitue la se- 
conde courbe à la première. Ajoutons que l'auteur étend celte théorie non-seulement 
aux courbes à double courbure , mais encore aux surfaces courbes. H mesure l'ordre 
de contact de deux courbes à double courbure, représentées comme par deux équa- 
tions entre trois coordonnées rectangulaires x, y, z, à l’aide du nombre des termes 
successifs qui , dans chacune des séries 



(') 

(») 



y -y >y 



■5 
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conservent les mêmes valeurs , relatives au point de contact , lorsqu'on substitue la se- 
conde courbe b la première; et il en conclut que , si deux courbes tracées dans l'espace 
ont entre clics un contact de l’ordre n, une troisième no pourra passer entre elles, 
sans avoir avec ces mêmes courbes un contact de l'ordre n ou d’un ordre plus 
élevé. Pareillement , il mesure l’ordre do contact de deux surfaces courbes dont cha- 
cune est représentée par une seule équation entre trois coordonnées rectangulaires 
x, y, s, h l’aide du nombre équivalent è l’ordre des dérivées partielles de z qui 
forment les derniers termes de la suite 



( 3 ) 



d i di d't 



d't 



d't 



dx ’ dj ’ dx'. ’ dxdy’ dy' 



d't 

dx 1 



d't 



d't 



dx'dj ' dxdy ' 



d't 

7P~ 



etc.. 



en supposant que l’on arréto cette suite à l’instant même où l’on rencontre un ordre de 
dérivées qui ne conservent pas toutes les mêmes valeurs, relatives au point de contact, 
quand on substitue l'une des surfaces b l'autre; puis il attribue au contact de l’ordre 
n , entre deux surfaces données, ce principal caractère qu’une troisième surface no 
peut passer entre les deux premières , sans avoir avec elles un contact du même ordre , 
ou d'un ordre plus élevé. 

Quoique la théorie que nous venons de rappeler ait l’avantage de présenter généra ■ 
lemenl une idée assez nette du contact de deux courbes planes , elle paraît laisser 
encore , sous lo rapport do la rigueur et de la précision , quelque chose b désirer. 
D'abord cllo fait entrer, dans la définition de l’ordre de contact de deux courbes ou 
surfaces courbes , l’indication du système de coordonnées que l’on emploie , tandis 
qu'en réalité cet ordre dépend uniquement de la nature des deux courbes ou des deux 
surfaoes. Lorsqu’on adopte celte même théorie , le rapprochement plus ou moins con- 
sidérable de deux courbes qui sn touchent est mesuré par l'intervalle qui sépare deux 
points situés sur ces deux courbes dans le voisinage du point de contact, mais b des 
distances de ce point inégales entre elles , et dont le rapport varie arec la direction 
des axes coordonnés. De plus , quand il s'agit de courbes b double courbure , on ne voit 
pas bien clairement ce qu’on doit entendre par une courbe qui passe ou ne passe pas 
entre deux autres. Une difficulté du même genre existe b l'égard des surfaces courbes. 
Pour la Caire mieux comprendre , considérons les deux surfaces du troisième degré 
représentées par les deux équations 

M) t — ~x* — jr* , (5) s = 

Ces deux surfaces qui so touchent b l'origine , où elles ont entre elles un contact du 
troisième ordre , en offriront un du premier ordre seulement avec la surface cyliudrique 
représentée par l'équation 
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( 0 ) * = *’. 

Donc , en vertu des principes ci-dessus mentionnés , U surface cylindrique ne saurait 
passer entre les deux autres. C’est pourtant ce qui arrivera, du moins pour la portion 
de la surface cylindrique qui sera très-voisi’ le l'axe des y, et, en particulier, 
pour les points situés sur cet axe. Car ces points seront compris entre les courbes sui- 
vant lesquelles les surfaces (4) et (â) se trouvent coupées par le plan des 
c’est-à-dire, entre les deux courbes renfermées dans le plan des y, s et déterminées 
par les équations 

( 7 ) (8) *=J<. 

Enfin , la comparaison des valeurs que fournissent deux courbes ou deux surfaces tan- 
gentes l’une à l’autre pour les différents termes des séries (■), (s) ou (3), ne suffit 
plus à la détermination de l’ordre du contact, lorsque l'anglo formé par la tangente 
commune aux deux courbes avec l’axe des x, ou par le plan tangent commun aux 
deux surfaces avec le plan des x,y, est précisément un angle droit. Concevons, 
par exemple , que l'on veuille comparer deux à deux les trois courbes représentées par 
les équations 

(9) x—y'. (io) x = y*, (il) x—y s . 

Ces trois courbes qui se touchent , et dont la tangente commune coïncido arec l'axe 
des y, fourniront, pour les dérivées successives de l’ordonnée y, des valeurs qui 
deviendront toutes infinies quand nn supposera £0 = o. Cependant lo contact delà 
première courbe avec chacune des deux autres sera seulement du premier ordre, » 
le contact des deux dernières sera seulement du troisième ordre. 

Les difficultés que nous venons d'indiquer disparaissent, torique, pour établir la 
théorie du contact des courbes et des surfaces, on a recours aux principes que nous 
allons exposer. 

D’abord on définit aisément la tangente à une courbe , en la considérant comme la 
droite de laquelle s’approche de plus en plus une sécante, qui coupe la courbe en deux 
points, tandis que l'un de ces points demeure fixe et que l'autre s’approche indéfiniment 
du premier. Il est d’ailleurs facile de prouver qu’en général les tangentes menées par 
on point d’une surface courbe à différentes courbes tracées sur celte surface sont com- 
prises dans un même plan , et l'on établit ainsi l’existence de ee qu’on appelle le plan 
tangent à une surface courbe. EnGn , on dit que deux courbes ou deux surfaces Courbet 
te touchent en un point donné, quand elles ont en ce point la même tangente ou le 
même plan tangent. 
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Cela posé , considérons deux courbes planes ou b double courbure qui se touchent en 
un certain point. Si de ce point comme centre, et arec un rayon infiniment petit désigné par 
« , on décrit une sphère , la surface de la sphère coupera les deux courbes en deux nouveux 
points très-voisins l'un de l'autre, et le rapprochement plus ou moins considérable des 
deux courbes , à la distance s du point de contact , aura évidemment pour mesure 
la longueur infiniment petite comprise entre les deux points dont il s’agit , ou , ce qui 
revient au même , la corde de l’arc de grand cercle renfermé entre les deux courbes. 
Ajoutons que les rayons menés aux extrémités de cet arc seront dirigés suivant des 
droites qui formeront des angles très-petits avec la tangente commune aux deux courbes; 
d'olt il résulte que l’angle compris entre ces rayons sera lui-méme une quantité très- 
petite. Soit « ce dernier angle. L’arc de grand cercle compris entre les deux courbes 
aura pour mesure le produit 

(il) tu, 

et la corde de cet arc sera équivalente à 



(.5) 



a « sin — . 

» 



Si les deux courbes changent de forme de telle manière que, se louchant toujours au 
point donné , elles se rapprochent davantage l’uno de l’autre dans te voisinage de co 
point, les valeurs de l’expression ( ■ 3) , correspondantes à de très-petites valeurs de i , 
diminueront nécessairement; ce qui suppose que la fonction de t représentée par *•* 
diminuera elle-même. Si , au contraire, en vertu du changement de forme, le rappro- 
chement des deux courbes devient moindre , les valeurs de « correspondantes à de 
très-petites valeurs de c croîtront nécessairement. On peut donc affirmer que, dans 
le voisinage du point de contact, le rapprochement de» deux courbe» sera plus ou moins 
considérable , et leur contact plus ou moins intime , suivant que les valeurs de » , 
correspondantes A de tris-petite» valeurs de i, seront plus ou moins grandes. De 
ce principe joint au théorème i." de la page i46, on déduira immédiatement la pro- 
position suivante. 

TilèoaêxE. Si deux courbes se touchent en un point donné (P) , et que. C <m 
marque sur ces deux courbes deux points (Q) , (R) situés à la distance infiniment 
petite i du point de contact , le rapprochement entre le» deux courbes , dans le voisi- 
nage de ce point , sera d'autant plus considérable , que l'ordre de la quantité infini- 
ment petite v>, destinée à représenter Canglc compris entre les rayon» vecteurs 
P Q , PR. sera plus élevé. 

Démonstration. Kn effet , si la forme des deux courbes ou de l’une d entre elles 
vient è changer, de manière que l'ordre de la quantité infiniment petite » s’élève. 
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la valeur numérique de », dans lo voisinage du point de contact diminuera, en 
vertu du théorème >.*' de la page i/*6 . et par suite le rapprochement entre les deux 
courbes deviendra plus grand qu’il n’étoit d’abord. 

Le théorème i." étant démontré, il est naturel de prendre l’ordre de la quantité 
infiniment petite », considérée comme fonction de la hase pour indiquer et; qu’on 
peut appeler l’ordre de contact des deux courbes proposées. Soit a cet ordre. Puisque 
le rapport 

sin — u 



a l’unité pour limite , le produit 




sera encore une quantité infiniment petite de l’ordre a, tandis que les expressions 
(la) et (i3) seront, en vertu du lliéorémo 3 de la page l48, des quantités infiniment 
petites de l’ordre a -+- i . Ou peut donc énoncer la proposition suivante. 

s.* Tnèoaêae. Lorsque deux courbes se louchent en un point donné (P), Contre 
(tu contact cil inférieur d'une unité à l'ordre de ta quantité infiniment petite qui re- 
présente ta diltance entre deux points (Q), (H) situés sur les deux courbes, éga- 
lement éloignés du point de contact, et dont la distance à ce point est un infiniment 
petit du premier ordre. 

Il importe d’observer que la droite Q II menée du point (Q) au point (H) , 
étant la base d’un triangle isocèle, et opposée, dans ce triangle , au très-petit angle », 
sera sensiblement perpendiculaire aux rayons vecteurs PQ, PR, et par suite b la 
tangente commune aux deux courbes. Ajoutons que la surface du triangle PQR sera, 
d’après un théorème connu de trigonométrie , équivalente au produit des côtés égaux 
PQ, PII par le sinus de l'angle compris entre eux, c’est-à-dire , à l'expression 

( s 4) — i’sin», 

a 

et par conséquent à une quantité infiniment petite , dont l’ordre a ■+• s surpassera 

de deux uuilés l’ordre du contact des deux courbes. 

« 

Considérons à présent le cas particulier oh les courbes données se réduisent à deux 
courbes planes comprises dans le plan des x , y ; et concevons que , par les points 
((^) , ( U ), situés sur ces deux courbes à des distances égales , et infiniment petites, du 
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point de contact, on mène deux droite» parallèle! dont chacune forme arec la tangente 
commune un angle fini #. De ces deux parallèles , l’une se trouvera plus rapprochée 
que l’autre du point de contact. Supposons, pour fixer les idées, que ce soit la droite 
menée par le point ( Q ) pris sur la première courbe , et que cetto droite coupe la 
seconde courbe en (5), Dans lo triangle QHS, le eût & US , sensiblement parallèle 
à U tangente commune , puisqu’il représentera une corde dont les extrémités situées sur 
la seconde courbe seront très-voisines du point de contact, formera évidemment avec 
les côtés QU, QS, des angles finis, dont lo premier différera très-peu d’un angle 
droit, et le second de l'angle S. On aura donc, en désignant par / et J des 
quantités infiniment petites. 



(. 5 ) 



QS 



,in (t +/ ) 

siu ( J + J ) 



QU = 



,ia (t +/ ) 

sin ( 3 + J ) 



Déplus, comme le rapport entre la perpendiculaire abaissée du point (P) sur la 
droite QS, ou sur son prolongement , et le rayon vecteur PQ=zi sera sensi- 
blement égal à cos ^ — S j = sin S , celle perpendiculaire pourra être représentée 

par un produit de la forma 

(|6) * (sin J± •) , 

±« désignant encore une quantité infiniment petite. Cela posé , admettons que , les 
deux courbes ayant entre elles un contact de l'ordre a , l’on considère lo rayon vec- 
teur i comme infiniment petit du premier ordre. Il est clair que l’expression (i6)sera 
encore un infiniment petit du premier ordre , tandis que l’expression (i5) sera de l’ordre 
a -f- i. Ajoutons que l’ordre do celle dernière ne variera pas [voyex le 3.* corollaire 
du théorème 4 do la page >48] si l'on prend pour base l’expression (iG) , ou une quantité 
lello que l’expression (iG) reste infiniment petite du premier ordre. Ces remarques suf- 
fisent pour établir un nouveau théorème que nous allons énoncer. 

3.* TnèonÊvn. I.’orilre de contact de deux courbes planes qui te louchent en un point 
donné ( P ) est in fi rieur d'une unité à l'ordre de la distance infiniment petite compris » 
entre 1rs points (Q),(S), oit tes deux courbes sont rencontrées par une sécante 
qui forme un angle fini et sensibtement différent de zéro avec la tangente commune , 
dans tout système où la distance du point de contact à Us sécante dont il s'agit est un 
infiniment petit du premier ordre. 

Si les deux courbes sont représentées par deux équations entre des coordonnées rec- 
tangulaires x,y, et si la tangente commune n’est pas parallèle à l'axo des y, alors, 
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rn supposant la sécante parallèle à ce même axe , on déduira du théorème 5 la pro- 
position suivante : 

4.* TnéonêNB. Pour obtenir l’ordre de contact de .lieux courbes plane» qui se touchent 
en un point où la tangente commune n'est pas parallèle à l’axe des y, il suffit de 
mener une ordonnée tris-voisine du point de contact, et de chercher le nombre qui 
représente l’ordre de la portion, infiniment petite d’ordonnée comprise entre Us deux 
courbes, dans le cas où l’on considère la distance du point de contact à l'ordonnée 
comme infiniment petite du premier ordre. Ce nombre, diminué d’une unité, indique 
l'ordre de contact. 

Corollaire l." Soient 

(> 7 ) y — /(*) < y=f[x) 

les équations des deux courbes planes. Elles auront un point correspondant i une va- 
leur donnée de x, et en ce point une tangente commune, non parallèle 6 l'axe 
des y, si , pour la valeur donnée de x, les éqnations des deux courbes fournissent 
des valeurs égales et finies, non-seulement du l’ordonnée y, mais encore de sa dé- 
rivée y\ en sorte quo les équations 

(.8) /(je)=f» 

et 

(>9) /'(*) = F'(*) 

•oient vérifiées , et que les deux membres do chacune d’elles conservent dos valeurs fi- 
nies. Dans cette hypothèse , la différence 

(ao) F{x) — f{x), 

qui s’évanouira pour la valear do x relative au point commun , deviendra infiniment 
petite quand x recevra un accroissement infiniment petit; et, si l’on considère cet 
accroissement comm.j étant du premier ordre, l’ordre do la quantité infiniment petite 
qui représentera la nouvelle valeur de F (x) — ffa ) . surpassera d’une unité l’ordre 
de contact des deux courbes. 

Corollaire a.* Si les deux courbes se touchent en un point de l’axe des y, mais 
sans avoir cet axe pour tangente commune, il suffira , d’après ce qu’on vicut de dire, 
pour déterminer l’ordre du contact, do chercher le nombre qui indiquera l’ordre de 
la différence 

F (*>-/(*). ' 
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en considérant l'abscisse x comme une quantité infiniment petite du premier ordre , 
cl de diminuer ce nombre d’une unité. En opérant ainsi , on reconnaîtra que les para- 
bole* 

(*i) 7 = *', 7 = x\ 

ont h l’origine des coordonnée* un contact du prqpnier ordre , tandis qu'au même point 
les deux courbe* , . 

(as) y = x’*', y = x’'* , l 

auront un contact de l'ordre n , et le* deux courbe* 



A A 




un contact de l’ordre i = — . 

4 4 



Corollaire 3.* Supposons que les courbes ( 17 ) aient un point commun correspon- 
dant h l'abscisse x , et en ce point une tangente, commune non parallèle it l’axe des 
y, arec un contact de l’ordre a. Soit d'ailleurs n le nombre entier égal ou im- 
médiatement supérieur à a . La différence 

(ao) F{x) — f{x) 

sera nulle; et, si l'on désigne par «' un accroissement infiniment petit du premier 
ordre , attribué h l’abscisse x , l'expression 

(*4) F(x + i)-f(x + i) 

sera [en vertu du corollaire 1 ."] un infiniment petit de l'ordre a -+• 1 . Or, les dé- 
rivées de celte expression par rapport & i étant respectivement 

F’(x + i) - f(x + i) . /-*(« + ,')- /*(■ + i) , etc 

il résulte de ce qui a été dit ci-dessus [pages l45 et 1 46 3 que 

F<’*»(x + 1 ) — /<*♦•>(* + «) 

sera la première des expressions 

/•’(* + <) — /(* + *) . *”(* + ») — F*(* + t’) — /'(* + *)> etc..... 
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qui cessera de s’évanouir avec t. En d’autres termes , 

F <«+*> 

sera la première des différences 

F(xJ— /(*), F»-/», F'(x) — /'(x) , etc 

qui obtiendra une Taleur différente de zéro. On aura donc pour le point commun 

. ” ' • I 

( S 5) F (x) = /(x) . F’(x) = /'(x) , F'(x) = /'(x) .... F<">{x) = /<->(x) . 

Par conséquent, lorsque deux courbes planes se touchent en un point où la tangente 
commune n’est pas parallèle à l’axe des y , non-seulement pour le point dont il s'agit 
l’ordonnéo y et sa dérivée y' ne changent pas de valeurs dans le passage de la 
première courbe h la seconde, mais il en est encore de même des dérivées successives 
y’, y "'. .... jusqu’i celle dont l’ordre coïncide avec le nombre entier égal ou immé- 
diatement supérieur k l'ordre du contact. 

Corollaire 4-* Si, les deux courbes ayant un contact de l’ordre a, la tangento 
commune devenait parallèle à l’axe des y , alors, en attribuant à l’abscisse du point 
de contact un accroissement infiniment petit du premier ordre , on ne trouverait pas 
généralement pour la valeur correspondante de la différence F(x) — f{x) un infini- 
ment petit de l’ordre a -J- s. Néanmoins on pourrait encore déterminer l’ordre du 
contact par la méthode dont noos avons fait usage, pourvu que l’on substituât la va- 
riable y à la variable x , et réciproquement. Ainsi , par exemple , pour montrer 
que les deux courbes 

a s 

(«6) y = x , y = x‘, 

qui touchent à l'origine de l’axe des y , ont en ce point un contact de l’ordre -j- , 

il suflira d’observer que leurs équations, résolues par rapport & x, prennent les 
formes 

s s 

ï T 

x — y , x—y , 

i • 

et que la différence y —y est un infiniment petit de l’ordre 




quand on considère y comme un infiniment petit dn premier ordre. Quant k la dif- 
férence F(x) — /(x) , elle se réduit, dans cet exemple, à 

>6 
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X X } 

et lorsque l’on considère x comme un infiniment petit du premier ordre , elle est une 

quantité infiniment petite, non plus do l’ordre ■— , mais de l’ordre seulement. 

Corollaire 5.* Lorsque la tangente commune n’est pas parallèle 5 l’axe des y, et 
que l’ordre do contact est uu nombre entier, il suffit, pour déterminer cet ordre, de 
chercher quelle est la dernière des équations 

(*7) /(*) = F(x), _/» = F'(x), /'(*) = F», etc 

qui se trouve vérifiée par Fabscisse du point do contact. L’ordre des dérivées com- 
prises dans cette dernière équation sera précisément le nombre demandé. 

Passons maintenant au cas général oit l’on considère deux courbes è double courbure 
qui se touchent en un point (P). Soient toujours (Q) , (P ) deux points situés sur 
ces courbes à des distances égales et infiniment petites du point de contact. Soient encore 
i la valeur commune do ces distances , *> l’angle très-petit qu’elles forment entre 

elles! et supposons que l’on projette les deux courbes . avec le triangle PQR , sur uu 
plan qui ne soit pas sensiblement perpendiculaire au plan de ce triangle. Les deux courbes 
projetées auront évidemment la même tangente, ou, en d’antres termes, seront tan- 
gentes Func è l’autre. Désigncmspar (p) , (q), (r) les projections des trois points 
( P) , (Q) , (fl) par i l’angle compris entre les plans des triangles PQR , pqr, 
et par les angles que les droites PQ, PR, QR forment respectivement 

avec leurs projections pq, pr, qr. On aura 

pq ~PQ CO*v = t COS q , pr — P R COI}< = » COS £ , 

* ’ •. ■ , , M 

qr = QJl cos-j> = atsin — . cos y . 

a 

• \ D’ailleurs, on prouve facilement qne la projection de la surface d'un triangle sur un 

plan quelconque est équivalente à cette surface multipliée par le cosinus de l’angle 
aigu compris entre le plan du triangle et le plan sur lequel on projette, ou, ce qui 
revient au même, par le cosinus de C angle aigu compris entre des droites perpen- 
diculaires aux deux plans dont il s'agit. Donc la surface du triangle pq r aura pour 
mesure le produit 

(sq) — t’sino. cos* = i’sin — «. cos — «. co»<? , 

a a a 
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et le sinus de l’angle pqr sera équivalent au quotient qu’on r.biront en divisent le 
double de cette surface par le produit pq X çr, c’est-à-dire , à la fraction 



( 5 o) 



cos — 6> * cos 3 

s 

COS y. COS*j* 



Donc le produit de ce cosinus par la droite pq , ou la perpendiculaire abaissée du 
point ( p ) sur ta droite 7 r , sera représenté par 



. I 



(3i) 



COS -01. cos J 



cos? 



Or, la valeur de l’angle « étant très-petite , et celles des aDglcs ç, y_, i étant sen- 
siblement différentes de ~ , les quantités 



COS— w, COSJ, COS f, COSy, COSj< 

auront des valeurs sensibles. Gela posé, il suffira de jeter les yeux sur les fprmules (28) 
et sur l’expression ( 3 1 ) pour reconnaître, i.'que la distance 7 r est, dans l'hypo- 
thèse admise, une quantité infiniment petito de l’ordre a + i , et qu’cllo forme avec 
la distance pq un angle pqr sensiblement différent de zéro; 1.* que la dis- 
tance q r est un infiniment petit du premier ordre. Observons encore qne la tan- 
gente commune aux deux courbes projetées , se confondant h très-peu près avec la 
droite pq, formera ellc-mémo avec la sécanto qr un ongle fiui et sensible. Donc 
[en vertu du théorème 3 .*] la courba projetées auront entre elles , ainsi que les courbes 
proposées , un contact de C ordre a . 

S 

Si le plan du triangle pqr devenait sensiblement perpendiculaire au plan dn trianglo 
PQR, mais en continuant de former un angle sensible avec les côtés PQ, PR, 
et par conséquent avec la tangente commune aux deux courbes données, le contact 
entre les deux equrbes projetées ne pourrait être que d’un ordre égal ou supérieur au 
nombre a. Alors, en effet, les distances pq , pr seraient encore des quantités 
infiniment petites du premier ordre, tandis qne la distance qr serait infiniment pe- 
tite de l’ordre a -f-i , ou d’an ordre supérieur. Or, imaginons que, dans cette nou- 
velle hypothèse, une sphère soit décrite du point (p) comme centre aveo un rayon 
égal h p q , et que cette sphère coupe la seconde des doux courbes projetées en (s). 
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Si l’on joint le point («) arec les point* (</) et (r) , la droite ri sera sensible- 
ment parallèle il la tangente commune aux deux courbes projetées , puisque ses extré- 
mités seront situées sur l’une de ces courbes & des distances infiniment petites du 
point ( p ). Au contraire, la droite qr, ou , en d’autres termes , la base du triangle 
isocèle p q s , sera sensiblement perpendiculaire à la mémo tangente. Donc le triangle 
qrs sera sensiblement rectangle en (s) , et par suite la longueur q s , sensiblement 
égale au produit qtcoi(rqa), sera, ainsi que la longueur qr, un infiniment 
petit do l'ordre a -j- i , ou d’un ordre supérieur. Donc , en vertu du théorème a , 
l'ordre de contact des dénis courbes projetées sera nécessairement égal ou supérieur au. 
nombre a. 

Concevons b présent que , tous les points de l'espace étant rapportés à trois axes 
coordonnés des x , y et z, on projette successivement les deux courbes données sur 
le plan des x, y , et sur le plan des x, z. Supposons d’ailleurs que l’angle com- 
pris entre l'axe dos x cl la tangente commune aux deux courbes diffère sensiblement 
d'un angle droit. Celle tangente ne pourra étro sensiblement perpendiculaire ni au plan 
des x ,y, ni au plan des x,z, attendu que l’un et l'autre passent par l’axe des 
x. De plus, ces derniers plans ne pourront étro, tous les deux à-la-fois, sensiblement 
perpendiculaires au plan du triangle PQR, Car, dans ce cas, leur ligne d’inter- 
section, c'est-à-dire l’axe des x, formerait nécessairement un angle très-peu dif- 
férent de ~ avec les droites PQ, PR comprises dans le plan PQR, et par 

conséquent avec la tangente commune aux deux courbes. Cela posé, il résulte des prin- 
cipes ci-dessus établis que , dans l’hypothèse admise , le contact des deux courbes pro- 
jetées , i.* sur le plan des j: , y ; a." sur le plan des x , z , sera toujours de l’ordre 

a , on d'un ordre supérieur, et sur l'un des doux plans au moins , de l’ordre a seu- 
lement. On peut donc énoncer la proposition suivante. 

T iihonüüK 5. Pour obtenir l'ordre de contact de deux courbes qui se touchent en un 
point où la tangente commune ne forme pas un angle droit avec l’axe des x , il 
suffit de chercher les nombres qui indiquent les ordres de contact des projections des 
lieux courbes sur le plan des x,y, cl sur le plan des x.z. Chacun de ces nombres, 
s'ils sont égaux, ou, le plus petit d'entre eux, s'ils sont inégaux, indiquera l'ordre 
de contact des courbes proposées. 

Corollaire i." Le théorème qui précède subsiste également, dans le cas ou les va- 
riables x.jri 9 désignent des coordonnées rectangulaires, et dans le cas oit ces va- 
riables représentent des coordonnées obliques. 

Corollaire s,' Lorsque deux courbes à double courbure se touchent en un point où 
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la tangente ne forme pas un angle droit arec l'axe des x , la détermination de l'ordre 
du contact »e trouve réduite par le 5.’ théorème à la recherche de l’ordre de contact 
de deux courbes planes , c’est- à-dire , à un problème déjà résolu. 

Corollaire 3.* Supposons que deux courbes , représentées chacune par deux équations 
entre les coordonnées rectangulaires ou obliques x,y, z, aient entre elles un point 
commun correspondant à l’abscisse x, et en ce point une tangente commune non 
perpendiculaire à l'axe des x, arec un contact de l’ordre a. Soit d’ailleurs n 
le nombre entier égal ou immédiotement supérieur b a. Enfin, admettons que l’on 
prenne l’abscisse x pour variable indépendante, et que l’on désigne par y', y', y'"... 
z',z“,z"'... les dérivées successives des variables y et z considérées comme fonctions 
de x. En vertu du 5.* théorème , les quantités 




conserveront les mêmes valeurs , pour le point dont il s’agit , dans le passage de la 
première courbe à la seconde , tandis quo chacune des quantités 

(33) *<*+■>, 

ou au moins l'une des deux changera de valeur. 

Corollaire 4-’ Lorsque la tangente commune aux deux courbes no forme pas un 
. angle droit avec l'axe des x , et que l'ordre de contact est un nombre entier , il 
sutlil, pour déterminer cet ordre , de chercher la plus grande valeur qu’on puisse at- 
tribuer au nombre entier n , en choisissant ce nombre de manière que les quantités 
(3a) demeurent toutes invariables pour le point de contact dans le passage d’une courbe 
à l'autre. Celte valeur de n indique précisément l'ordre demandé. 

Corollaire S.* Si la tangente commune aux deux courbes formait nn angle droit avec 
l'axe des x, elle ne pourrait être à-la-fois perpendiculaire au plan des x,y et au 

plan des x, s. Par suite elle formerait un anglo différent de — avec l’axe des y, 

et avec l’axe des a, ou au moins avec l’un de ces deux axes. Donc, pour déterminer, 
dans celte hypothèse, l’ordre de contact des deux courbes à l’aide du 3.* théorème, il 
suffirait de substituer à l'axe des x l’axe des y ou l'axe des z , et do remplacer 
en même temps le plan des x, z, ou des x, y, par le plan des y, z. 

Le 3.* théorème , à l'aide duquel on fixe aisément l'ordre de contact des deux courbes 
à double courbure , peut être remplacé par un autro théorème qui n’est sujet à aucune 
restriction , et que nous allons établir en pou de mots. 
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Soit toujours (P) le point commun à deux courbe* qui se touchent. Soient encore 
(Ç), (/?) deux autres points situés sur la première ot sur U seconde courbe, égale- 
ment éloignés du point de contact, et dont les distances h ce point se réduisent à une 
longueur infiniment petite, désignée par t. Enfin, concevons qu’à partir du point 
(P) on porte sur la seconde courbe un arc PS, qui ait la même longueur que 
l’arc PQ , qui soit dirigé dans le même sens, et qui aboutisse au point (5). La 
sécante QS, en vertu du théorème 1 ." do la page il\i , sera sensiblement perpen- 
diculaire, ainsi que la sécante PU, à la tangente commune. De plus, la corde HS, 
étant comprise entre deux points de la seconde courbe très-rapprochés du point de 
contact, sera scnsîbloment parallèle à cette tangente. Par conséquent, dans le triangle 
rectiligne QHS , les côtés QH et Q .S' formeront avec le troisième côté US 
des angles dont chacun différera très-peu d'un angle droit. Donc le rapport entre les 
deux premiers côtés , ou , ce qui revient au même , le rapport entre les sinus des 
angles opposés différera très-peu de l'unité ; et l'on aura , en désignant par / une 
quantité infiniment petite, 

(34) ÇT=ç7T(i+/)=(«-f /)a«sin— . 

D'autre part, comme le rapport entre l’arc PQ et la corde PQ = i aura pour 
limite l’unité, on trouvera encore, en désignant par J une quantité infiniment pe- 
tite , 

(55) arcPQ = ( t -)-/) «, 

% 

Cda posé, admettons que, les deux courbes ayant entre elles un contact de l'ordre 
a , l'on considère le rayon vecteur i comme infiniment petit du premier ordre. Il 
est clair que l’arc PQ sera encore un infiniment petit du premier ordro, tandis que 
la distance QS sera de l’ordre a i. Ajoutons que l’ordre de cette distance ne 
variera pas [ voyez le 5.* corollaire du théorème 4 de la page 148 ], si l’on prend pour 
base l’arc PQ ou une quantité telle que l’arc PQ reste infiniment petit du pre- 
mier ordre. Ces remarques suffisent pour établir le nouveau théorème que nous allons 
énoncer. 

Théocême G.* Pour obtenir Cordre de contact de deux courbes qui se touchent 
en un point donné, il suffit de chercher te nombre qui représente Cordre de la dis- 
tance infiniment petite comprise entre tes extrémités de deux longueurs égales portées 
sur les deux courbes à partir du point de contact , dans te cas où ces mimes longueurs 
deviennent infiniment petites du premier ordre. Le nombre dont il s’agit, diminué 
d'une unité, indique toujours l'ordre du contact. 
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Corollaire i." Soit i la quantité infiniment petite qui représente chacune des 
deux longueurs mentionnée» dans le G.' théorème. Désignons en outro par x,y, z 
et par Ç, », Ç les coordonnées des points auxquels ces longueurs aboutissent sur la 
première et U seconde courbe. Enfin , soit 

(36) «=v / [(*— O’-t-Cr— *)’+(* — 5)’) 

la longueur de la droite menée du point (ï, a, Ç) au point (x,y,z). Si l’on 
considère i comme un infiniment petit du premier ordre , et si l'on appelle a 
l’ordre do contact des deux courbes, la distance * sera [en vertu du 6.* théo- 
rème] un infiniment petit de l'ordre a-f-i . Par suite, le carré do cette distance, 
ou la somme 

(3 7 ) (* — )•+(*-«)*. 

sera un infiniment petit de l’ordre s a -4- a ; ce qui exige que des trois différences 

(38) as — ■? , y — a, s — Ç, 

l'une au moins soit do l’ordre a + * , les deux autres étant du même ordre ou d’un 
ordre plus élevé. On arriverait b la même conclusion ,, en observant que les valeurs 
numériques des expressions (38) représentent les projections de la distance « sur les 
axes des x , y et z. En effet , il est aisé de reconnaître qu’une distance infiniment 
petite et sa projection sur un axe quelconque sont en finirai des quantités de même 
ordre. Seulement l'ordre de la projection peut surpasser l’ordre de la distance , dans le 
cas oit celle- ci- devient perpendiculaire à Caxe. Mais il est clair que cette dernière con- 
dition ne saurait être remplie à-la-fois pour les trois axes des x , des y et des s. 

Corollaire a.* Conservons les mémos notations que dans le corollaire précédent. Soit 

toujours a l’ordre de contact des deux courbes données , et désignons par n le 

nombre entier égal ou immédiatement supérieur à a. Puisque , la quantité t étant 
regardée comme infiniment petite du premier ordre , l’une des trois différences 

(5g) x — 5, y — », s — ç 

i- i 

devra être de l'ordre a + 1 , les deux autres étant du même ordre ou d’un ordro 
plus élevé; il résulte de ce qui a été dit [pago >46 ] que, si l’on prend i pour va- 
riable indépendante. 
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*(*-{) d'(a - 0 



di 



di * 






c/ 1 



</«* 



rf(»-ü) à'(z-Z) 



d i 



di * 



di* ‘ 
rfl" 1 

'•(«-O 



t'évanouiront avec i , taudis que chacune des dérivées 

(4») 



<<•+■(*-£) rf* +, (r-«) rf ,+, (*-c) 

ai «+■ ’ rf<" +i ’ rf; «+> 



ou du moios l’une d’entre elles cessera de s’évanouir pour » = o . Soient d'ailleurs 
s et r les arcs renfermés, i.* entre un point fixe de la première des courbes données 
et le point mobile (x, y , a) ; s.* entre un point de la seconde courbe et le point 

(5, », £)* et admettons que ces nouveaux arcs soient dirigés dans le même sens que 
l'arc t. Comme les trois variables i,i et r différeront entre elles de quantités 
constantes, on aura 



(4*) 



di s: dt~ d r ; 



et l’on pourra prendre pour variable Indépendante, quand il s’agira de la première 
courbe, s au lieu de t; quand il s’agira de la seconde courbe , r au lieu du i. 
Cela posé, les expressions (4o) et (4 1 ) deviendront respectivement 
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(45) r j 
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du 
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d'X. 


d*z 


d'X, 




dt ’ 


dt*. 


— dt * ’ 


• • • • ' _r . 

dt n 


. dt » * 


Cl 


-- 






- .• 








</«+•» d'+'t, 
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dt"V 


d f»+*. ’ 


dt'V 






En égalant les quantités (45) à zéro , l’on formera les équations 
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x = ? , 


dx 


df 


d'x 


d'i 


d* X 


d-i 


ds 


de * 


ds* 


d s* ” 


”* ds " 


ds" ‘ 




dy 


du 




1? 1 

« 

** 1 
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d'y 


d"* 


y * 


ds 


“de ' 


ds* 


dt'' ' 


ds " 


dt" ’ 




dt 


dt, 


d*s 


d’t 


d"t 


d’il 




ds 


dt r 


ds* 


de ” 


■*’ rfi 7 


~ dt" ’ 



qui dcrront toutes se vérifier pour le point de contact des courbes proposées , tandis 
que , pour le mémo point , chacune des expressions (44) > ou au moins l’une d’entre 
elles, obtiendra une valeur differente de téro. Si maintenant on observe qu’on peut 
sans inconvénient substituer, quand il s’agit de la seconde courbe, les lettres x,y,z 
et s aux lettres î, a, ï et t, on arrivera immédiatement au théorème que nous 
allons énoncer. 

7.* TnfcoaÊXE. Etant proposées deux courbes qui se touchent en un point , si l'on 
considère les coordonnées x, y , s de chacune iC elles comme des fonctions de Carc s 
pris pour variable indépendante , et si l’on suppose cet arc compté sur chaque courbe 
de telle manière qu'il se prolonge dans le même sens pour les deux courbes au-delà du 
point de contact ; non-seulement , pour le point dont il s'agit, les variables x , y , ï , 
et leurs dérivées du premier ordre 



ds 

77 ' 



il 

ds ‘ 



<tz 

77' 






A . 



ne changeront pat de valeurs dans le passage de la première courbe à la seconde ; mais 
il en sera encore de même des dérivées successives 



d'x 
ds ■ 



d' x 
ds > 



d'y 
ds ' 



d'y 

77 r 



d"t 
ds * 



d'x 
ds ’ 



Jusqu’à oellss dont l'ordre sera indiqué par le nombre entier égal ou immédiatement 
supérieur à Cordre du contact. Celles-ci seront les dernières qui rempliront la con- 
dition énoncée, en sorte que Us trois suivantes, ou au moisis C une des trois , change- 
ront de valeur , quand on passera d’une courbe à C autre. 

Corollaire 1." Si les deux courbes ont entre elles un contact de l'ordre n , n dé- 
signant un nombre entier, alors, dans le passage de la première courbe b la seconde, 
chacune des quantités 

•7 
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dx d' x d*& 

X 9 d* 9 di* 9 * * * * d» m 

dy d'y d m y 

y * d» * d*' 9 * * * ' dt" 

dt d't d H t 



d» 9 di* 9 * dt" 9 



conservera la môme valeur pour le point do contact » tandis que chacune des trois dé- 
ri ?écj 

d H4 ’ , y d"+'t 
dt"+' ’ rfi" +l * dt"*' * 



(47) 



ou , au moins l’une des trois, prendra ans râleur nouvelle. 

Ou pourrait aisément revenir du théorème 7 aux théorèmes 4 et 5. On pourrait aussi 
en déduire généralement les conditions auxquelles doivent satisfaire les dérivées des 
coordonnées de deux courbes quelconques , pour que ccs deux courbes aient entre 
elles un contact d’un certain ordre, dans le cas 0(1 l’on prend pour variable indépendante , 
non plus l'abscisse x ou l’arc t , mais une fonction quelconque des coordonnées 
x,y, s. Toutefois, comme, pour y parvenir, il suffirait d’avoir recours & un chan- 
gement de variable indépendante , nous ne nous étendrons pas sur ce sujet , qui ne pré- 
sente aucune difficulté réelle, et nous passerons immédiatement h l'exposition des prin- 
cipes qui nous paraissent devoir être adoptés dans la théorie des contacts des surfaces 
courbes. 

Considérons deux surfaces qui se touchent en un point donné (P). Si, par le 
point ( P) , on mène un plan normal aux deux surfaces , les deux lignes d'intersection 
seront tangentes l'une & l’autre; et, si l’on fait tourner ce plan autour de la normale, 
les deux lignes dont il s'agit changeront en général de position et de forme. Quant au 
nombre qui représentera l'ordre de contact de ccs deux lignes , il pourra ou demeurer 
toujours le même, on changer de valeur avec la position du plan normal. Or, ce 
nombre , quand il est invariable , ou sa valeur minimum , dans le cas contraire , sert à 
mesurer ce qu’on appelle l'ordre de contact des deux surface*. Soit a cet ordre; et 
supposons que , les deux surfaces étant coupées par un plan normal quelconque, c’est- 
à-dire par un plan qui renferme la normale commune, on nomme (Q) , {U) les 
points où les courbes d'intersoction , prolongées dans un certain sens, sont rencontrées 
par un arc de cercle décrit du point (P) comme centre avec un rayon très -petit 
désigné par Si l'on considère ce rayon comme infiniment petit du premier ordre, 
la distança QU, variable avec la position du plan normal, sora elle- même une 
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quantité infiniment petite , «l’un ordre marqué par un nombre constant ou vnriable dont 
■o -f - 1 représentera la valeur unique ou la valcar minimum. 

Concevons maintenant que, par le point (Q) situé sur la première surface, on 
mène une sécanto parallèle 6 une droite qui forme avec le plan tangent commun aux 
deux surfaces un angle i sensiblement différent de zéro , mais inférieur ou tout au 

plus égal à , et que cette sécante coupe la seconde surface en (S). Dans le 
2 • 

triangle QHS, le côté US, sensiblement parallèle au plan tangent , puisqu’il sera 
compris entre deux points de la seconde surface Irès-rapprochés du point de contact , 
formera évidemment avec les côtés QU, QS des angles finis , dont le premier dif- 
férera très-peu d'un angle droit, tandis que le second sera égal ou supérieur à i. 
Donc , si l'on désigne par I une quantité infiniment petite , et par a un aHglc 



compris entre les limites i et — , on aura 





Or, il résulte de cette dernière formule que la distance infiniment petite QS sera , 
pour toutes les positions do plan normal, do mémo ordre que la distance QU. De 
plus, comme le rapport entre la perpendiculaire abaissée du point (P) sur la droite 
QS ou sur son prolongement , et le rayon vecteur PQ~i, sera équivalent au sinus 
de l’angle PQS formé par la droite QS avec une droite PQ sensiblement pa- 
rallèle au plan tangent , et par conséquent une quantité finio différente de zéro , cette 
perpendiculaire sera évidemment une quantité infiniment petite du premier ordre. De 
ces diverses remarques on déduit immédiatement la proposition suivante. 

8.* Tnioaêae. L'ordre de contact de deux surface s qui se touchent en un point donné 
(P) est inférieur d’une unité à ta valeur unique ou à ta valeur minimum du nombre 
qui représente C ordre de la distance infiniment petite comprise entre Us points (Q ) , (S) 
où elles sont rencontrées par une sécante qui forme avec le plan tangent commun à ces 
deux surfaces un angle sensible , lorsque l’on considère la distance du point de contact 
à la sécante dont il s'agit comme un infiniment petit du premier ordrr. 

Supposons que l’on ail mené par le point (P) un plan quelconque qui forme un 
angle sensible avec le plan tangent. Ce plan coupera les deux surfaces suivant deux 
nouvelles courbes. De plus, on pourra concevoir que la sécante ci-dessus mentionnée 
coïncide avec une droite comprise dans ce même plan; et alors, en comparant le théo- 
rème précédent au 3.* théorème , ou établira sans peine une proposition que nous allons 
énoncer. 



! 
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g.' Taéoaâ» e. Lorsqu e deux surfaces ont mira allés en un point donné un contact 
de C ordre a, tout plan normal ou oblique , qui forme un angle, sensible avec le plan 
tangent commun à cet deux turfaett, les coupe suivant deux courbes qui ont entre elles 
un contact de C ordre a ou d'un ordre supérieur. 

il importe d'observer ici , non - seulement que les sections faites dans les demi 
surfaces , par un plan normal ou oblique qui renferme le point commun , peuvent avoir 
entre elles un contact d'un ordre beaucoup plus élevé que le nombre a , mais qu'elles 
peuvent même, dans certains cas, se confondre entièrement l’une avec l’autre. Alors 
la nombre, qni représente l’ordre de contact des deux sections, prend une valeur inGnie. 
Ajoutons que ces deux sections se réduisent quelquefois b une seule droite. On peut offrir 
pour exemple la génératrice commune b deux surfaces coniques ou cylindriques qui se 
louchent en un point donné. 

Si les deux surfaces sont représentées par deux équations entre les coordonnée* rec- 
tilignes x, y, s, et si le plan tangent mené par le point commun n’est pas sensible- 
ment parallèle à l’axe des s, alors, en sopposaul la sécante QS parallèle h ce 
même axe, on déduira immédiatement du théorème S la proposition suivante. 

io.* Théorème. Pour obtenir tordre de contact de deux surfaces qui se touchent en 
un point oit le plan langent n'est pas parallèle à l'axe rLee * , il suffit de mener une 
ordonnée très-voisine du point de contact, eide chercher la valeur unique ou la valeur 
minimum du nombre constant ou variable qui représente l'ordre de la portion infi- 
niment petite d’ordonnée comprise entre les deux surfaces, dans le cas oit ton con- 
sidère la distance du point de contact à t’ordonnée comme infiniment petite du pre- 
mier ordre. Cette valeur unique, ou celte valeur minimum, diminuée dune unité, 
indique l'ordre du contact. 

Corollaire i.“ Soient 



m 



*=/(*.*). 



(4g) 



: — F(x,y) 



* . 

les équations des deux surfaces. Elles auront un point commun correspondant b un sy» 
tème do valeurs données des variables x , y , et en ce point un plan tangent commun, 
non parallèle b l’axe des z , si, pour les valeurs proposées de x,y, les formules 
(48) et (4g) fournissent des valeurs égales et Gnics , non-seulement de l’ordonnée r , 

dt dz 

mais encore de ses dérivées partielles p = — , q = — , en sorte que U* équations 



(âo) 



et 



fix.y) a* F(x. y) 

.1 sut*» rliWsl‘1 l*i 



dj ’ 



l|f 
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***(*> y) _ *F(*,y) 

da dx ' it y dy 

•oient vérifiées , et que le* deux membre* de chacune d’elle* cou serve** dut valeurs 
finie*. Dans cette hypothèse, la différence 

( 5 *) /(*’!)• 

qui s’évanouira pour les râleurs de x et de y relatives au point commun, de- 
viendra infiniment petite, quand les variables x,y recevront des accroissements infi- 
niment petits a as, ty; et, si l’on considère la distance 

155 ) 

comme étant nn infiniment petit du premier ordre, l'ordre de la quantité infiniment 
petite , qui représentai» la nouvelle valeur da 

*■(*. /)—/(* >ï) - 

surpassera d’une unité l’ordre de contact des deux surfaces. Il importe d’ailleurs d’ob- 
server que l’expression (53) sera une quantité infiniment petite du premier ordre , si 
chacun des accroissements A as, b y est un infiniment petit de cet ordre, ou si Pou 
d’eux est du premier ordre , l'autre étant nul ou d'un ordre supérieur. 

Corollaire x.* Si les deux surfaces se touchent en un point de Taxe des * , mais 
de manière que cet axe no soit pas renfermé dans le plan langent mené par le point de 
contact , il suffira , d’après ce qu’on vient de dire , pour déterminer l’ordre du contact , 
de chercher le nombre qui indiquera l’ordre de la différence F[x,y)— f(x,y), 
en considérant les deux variables x , y comme de* inGniment petits du premier ordre , 
et do diminuer ce nombre d’uao unité. En opérant ainsi, on reconnaîtra que les quatre 
surfaces représentées par 1rs quatre équations 

z = x’+y\ z = x , + y i , z = x*+y t , z = x , +y t , 

ont toutes entre elles , è l’origine des coordonnée* , un contact du premier ordre , tandis 
qu'su même point les deux surfaces 

»s= x’+y", * = *’**-' -+• y*+ m , 

ont un contact do l’ordre », et les deux surfaces 
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4,1 4,4 

* = * +y , *==* + y 



un contact de Perdre 






Corollaire 3.’ Supposons que les surfaces ( 47 ) et (48) aient un point commun cor- 
respondant aux coordonnées x,y , et en cc ! point un plan tangent commun, non 
parallèle à l’axe des î , avec un contact do l’ordre a . Soit d'ailleurs n le nombre 
entier égal ou immédiatement supérieur i a. La différence 

(54) F{x,y)—f{x.y) 



s'évanouira; et, si l’on désigne par &x, &y des accroissements infiniment petits du 
premier ordre attribués aux coordonnées x l’expression 

• I- • * 4 -1 

(55) F(x-(-ax, y 4- + 4 * • j + aj) 



sera [en vertu du corollaire 1.") un infiniment petit de l’ordre a + ». D'ailleurs , 
pour que les accroissements ax , 47 soient infiniment petits du premier ordre , il suf- 
fira dé prendre 

ç56) , r, e,x = adx, &xz=*dy, 

‘ ’l 

en désignant par a une quantité infiniment petite du premier ordre , et en donnant 
aux différentielles dx.dy. des valeurs finies. Alors l’expression ( 54 ) se présentera 
sous la forme 

(57) F(x + *dx, y + *dy ) — /(* + <*dx, y + xdy) . 

,• . ; 1 ' ■ -if •; • *• ! :: • •' ; • ' <• • * ; 

Doue , si l’on considère la variable « comme infiniment petite du premier ordre , 
l'expression (S7) sera , dans l’hypothèso admise , un infiniment petit de l'ordre a + 1 , 
quelles que, soient d’ailleurs les valeurs finies attribuées aux différentielles dx et dy. 

Concevons maintenant que l’on pose, pour abréger, 

• .. ,1 1. 1 • . . , ; ; ■; 

^ 58 ) F(x + *dx. y + «dy)-f{x-\-*dx, y + *dy)=t(*). 



En vertu de ce qui a été dit (page 1 46 1 («) sera la première des fonctions 

+(«), +'(*)'> 1 ' ♦*(«); etc. t . '■ 
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qui cessera do s’éranouir arec a; en d'autre» terme» , + < "*‘>(o) sera U première 

des quantités i , • • s . ; . « . t 

+ (<>)» *'(°), +» , etc 

V * • 

quiob tiendra une valeur différente de zéro. On aura donc 

(5g) iji(o) = o, <|/(o)=o, ^'(o) =o, . ... +M(o) = o. 



D’ailleurs, en ayant égard aux principe» établis dans la 14 .* leçon de calcul infinitéaimal, 
on trouvera 



(60). 



t +(o)= F(x,y) — f(x,y), 
l V(o)=dF{x,y)~df(as,y), 

! ÿ[o)=d?f(x,]r) — d‘f(x,y) , 



etc. 



\ + (n> (o )-=4 n F{x,y)—d«f{x,y). 

Donc , on aura , pour le point commun aux deux surfaces , 




; 1 , 
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■ t. ■ !• • 
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dF(x,y)=df(x.y ) , 




(6.) 
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d’F(x,y) = d'f(x,y), 
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etc. 


; 1 . I..1» 


'■ • ** . n‘ ., , 
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\ S 




d r >F(x,y) — dnf(x,y); 




ou , ce qui 


revient au même 
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Y V.'l 






1 , \ 




F{ x ’y) — f{zi,y) , 






• dF ^dx 4 
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etc 










d"F[x, y) 
dx" 


■ dx " 


. : i» 
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Ges demi ères formata» , dorant aubsistor, qucéla» que soient loi valeur? finie* attribuée» 

,iui différentielle» dx,dy, entraîneront évidemment le* équations 

A x >r)’ 





dF(x,y) _ 


df[x,y) 


dF(a,y) 


rf /(*.r) 






dx 


dx 


*y 






d'W(*,y) 




d'g{x,y) 


+n 






dx* 


dx' 


dxdy 


dxdy 9 


dy' 


dy' ’ 


été. .... 












d"F{x,y) 


_ d-f{x,y) 


d*P(*,y} 


à ‘ f{*,y) 






dx* 


dx * 


da"—‘dy 


dx*~~'dy, * 




♦ 






»*) _ 


<**/(»» y) 


d'F[x,y) 


d"f(x,y) 






dxdy*—' 


dxdy*—' * 


dy * 


dy* 



Par conséquent , lorsque deux Surface* 90 touchent cm un point où te plan tangent n’est 
pas parallèle à l’axe des z , non-seulement pour ta point dont il' s'agit , l’ordonnée », 
considérée comme fonction des deux variables indépendantes x , y , et ses dérivées 
partielles du premier ordre , savoir , 



(64) 



dt dz 

dx ’ dj ' ' 



ne changent pas de valeurs, dans le passage de la première snrface à la seconde; mais 
il en est encore de même des dérivées partielles 

et*» rf»s d'z 

dx' ’ dxdy ' dy * * ■■ 

d*z d^t d l z rf 3 z 

dx * dx'dy- 1 dxdy' 9 dy 3 ’ 

etc 

jusqu'à celles dont l’ordre coïncide avec le nombre entier égal ou iramédi a tonnent supé- 
rieur à l'ordre du contact : en d'autres termes, si l’on désigne par n ce nombre 
entier, l'ordonnée * et aes différentielles totales des divers ordres jusqu’à celle de 
l’ordre « , c’est-à-dire les quantités 

(66) t, dz , d'z,..,,. d l '~‘z, d'z, 

( • , ■ 

conserveront tes mêmes valeurs dans lo passage de la première surface à la seconde , 
quelles que soient les valeurs assignées aux différentielles dx , dy des variables in- 
dépendantes. 
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( ) 

Corollaire 4-* Si , le* deux surface* ayant un contact de l’ordre ir , le plan langent 
commun devenait parallèle à l’axe des z, alors, en attribuant aux valeur* des coor- 
donnée* x, y, qui se rapportent au point de contact, des accroissements infiniment 
petit» du premier ordre, on ne trouverait pus généralement pour les valeurs correspon- 
dantes de la différence 

• F(x,y )—/(*, y) 

un infiniment petit de Pordro Néanmoins, on pourrait encore, déterminer 

l’ordre dn contact par la méthode dont nous avons fait usage , en substituant l'une des 
variables x,y & la variablo z. Ainsi, par exemple, pour montrer que les deux 
surfaces 

1 » » 1 
.v» 4, lx 4 

N * = »(!— y'), i = a: (i — y*) , 



qui touchent à l'origine le plan des y, s, ont en ce point un contact du second ordre , 
il suffira d'observer que leurs équations résolues par rapport fi x prennent les formes 



et que la différence 




*< 




i 



i-y 1 i-y* 



est un infiniment petit du troisième ordre , quand l’on considère y cl z comme des 
infiniment petits du premier ordre. Quant à la différence F(x,y ) — J'(x ,y), ell« 
se réduit dan» cet exemple à 

I II I 



et lorsque l’on considère x et y comme des infiniment petit» du premier ordre , elle 
est une 
lement. 

Corollaire 5.* Lorsque le plan tangent commun aux deux surfaces n’est pas parallèle 
I l’axe des z , et que l’ordre du contact est un nombre entier , il suffit , pour déter- 
miner cct ordre, de chercher quelle est la dernière des équations 



quantité infiniment petite , non plus du troisième ordre , mais de l’ordre — seu- 

U 



(67) F (a,y) = f(zc,y),4F (x ,y) — d f(x ,y),d'P(x , y)=d* ,y) , etc.. 



qui se trouve vérifiée pour le point de contact, indépendamment des valeurs attribuérs 
aux différentielles dx.dy des variables indépendantes. L’ordre de» différentielles 
totales comprises dans cette dernière équation sera précisément l'ordre demandé. 

«S 
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APPLICATION DU CALCUL DES RÉSIDUS 



A l.'lYrtGRATION DES ÉQUATIONS ÜIFFÉII F.NTIELLKS 



LINÉAIRES ET A COEFFICIENTS CONSTANTS. 



Concevons d’al>oril qu’il s’agisse d'intégrer l’équation différentielle 

, . rf”v , rf“ — 'y , rf" — *y rfy 

(,) ■^ +a ’rf^+ a ’7r^ + ’’- +n "- , 7r +,, 'J' =::0 ’ 

a, , a,,.. . <i„_, , a. désignant des Coefficients constants ; et faisons , pour abréger 
(s) F ( r) =r" + a,r"~' +a,r"— +... +a,.,r4-«.. 

Il est clair que , pour vérifier l’équation (t) , il suffira de prendre 

(31 v- / 

U y Cf ((F(r) )J 

y(r) désignant une fouction arbitraire de r qui ne devienne pas infinie pour des 
valeurs de r propres h vérifier la formule 



(4) F (r) = o. 

Effectivement, si l’on substitue la valeur précédente de y dans le premier membre 
de l’équation (i) , ce premier membre sc trouvera réduit b 

(5) fIMjW£ =0 . 

* 

D'ailleurs, les valeurs de ^(r), f’(r) , cle.. . . , qui correspondent aux diverses ra- 
cines égales ou inégales de l’équation (4) , pouvant être choisies arbitrairement , il est 
aisé de reconnaître que la valeur de y, fournie par l’équation (3), renfermera un 
nombre n de constantes arbitraires. Donc, l'équation (3) sera l’intégrale générale do 
l’équatiou (i) . • 

Considérons maintenant l’cqualion différentielle 
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( îo 5 ) 



(«) 



rf"r . d n ~'y 
— — 4 -«. ■■ ■ „ ■ - 

4x* ils"-' 



+ a ,£lll. + . 



«O 






On posera 

( 7 ) 









((F(r))) 



Pour que les dérivées de ccüe dernière valeur de y, depuis la dérivée du premier 
ordre jusqu’à celle de l’ordre n — i , conservent la forme qu’elles prendraient si l’on 
remplaçait |(r,*) par T (r), il suffira d’admettre que l’on a . pour toute» les va- 
leurs entières do m inférieures à n i « 



(*) 



t t r 



d'A r >*) 



dx ((F CO)) 



Ajoutons que, si celte condition est remplie, on tirera do l’équation (6) , en y substi- 
tuant la valeur de y donnée par la formule (7) , 



(y) 



f .0 d H r > 3e ) 

L/ c 



r — 



dx (( F(r) )) 



= /(•»)• 



Toute la question se réduit donc à déterminer la fonction <H r > x) de manière quelle 
vérifie les équations (8) et (9). Or, comme on aura généralement [en vertu de la for- 
mule ( 65 ) de la page a 3 ] , et en prenant m < n — 1 , 

(■°) £ -((/( rT» =0 ’ 

(•>) L c( fcoTT" = * ’ 

il est clair que les conditions (8) et (9) seront remplies , si l’on suppose 



(ta) 



dx 



/(*) • 



( 1 3) $(»•»*) = C « -r */( s ) rfî + T( r ) » 

J I, 

a-, désignant une valeur particulière do x, et f(r) une fonction arbitraire de r. 
Par suite, l’équation (7) donnera 
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( *<>4 ) 



(> 4 ) 



r ^(r )• * rJ r 



r V(*W* 

))) 



Cette dernière formule est précisément l’intégrale générale de l’équation (fi). 
Exemple. Si l’équation (6) se réduit b 



(tâ) 






on trouvera F(r)r=(v — i)‘, et la formule (i4) donnera 
(•«) 



r r( r )- ,rj . r f 
7 (((«■- O*)) ° ((('->)■)) 

=-«'[*'(>) + *»(.)] + f (* — .-) \e'-'f[z)d,. 

J *. 

On aura donc , en désignant par Q, ç' les COnslanlos arbitraires 



(«;) , ,r== (€'+Ç*)e x + f 

J *. ‘ 

Ou voit par cet exemple avec quelle facilité le calcul des résidus s'applique à l’inté- 
gration des équations (■) et (fi), lors même que l'équation (4) a des racines égales. 

Mous montrerons, dans un autre article, les avantages que présentent les formulas 
(5) et ( s 4) . relativement h la détermination des constantes arbitraires. 
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SUR LES LIMITES 

PLACÉES A DROITE ET A GAUCHE DU SIGNE l 

DANS LE CALCUL DES RÉSIDUS. 



Soient x,y deux variables réelle*. Soient de plut 

« 

(») * = * +y\K 

une variable imaginaire, et /(*) une fonction quelconque de s. En vertu des 
conventions adoptées [page t5], la notation 

(») x L r «/(»))) 

•• y e 



représentera le résidu de la fonction f(z) prit entre les limites x=zx c , x—X, 
yx=y,, y = Y , c’esl-é-dire la somme de* résidus de f[*) relatifs aux racines de 
l’équation 



(5) 




dans lesquelles la partie réelle demeure comprise entre les limites 
iicient de entre les limites y, , Y. 



x,, X , 



et le cocf- 



Conccvons maintenant que, <?(x ,y) et x (* . J') désignant deux fonctions réelles 
des variables x,y, on veuille indiquer la somme des résidus de f{t) correspon- 
dants S celles des racines de l'équation (3) que l’on peut déduire de la formule 

W * =»(*. 7) y) > 



en attribuant h la variable a des valeurs comprises entre les limites x, , X . et i 
la variable y * des valeurs comprises entre les limites y, , Y. Alors nous ferons usage 
de la notation 

« = * „y=Y y=Y mzxX 

(*) i ((/(•)». ou (6) l ({/(s))). 

*=“• y—i- y =j. ■=*. 

*9 
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( «°6 ) 

li ta suite de laquelle nous placerons entre deux crochets l’équation (4) , que nous nom- 
merons l'iqu ation caractéristique , parce qu'elle caractérise la relation établie entre la 
variable imaginaire s et les variables réelles x, y qui ne doivent pas dépasser les 
limites exprimées dans la notation (S) ou (6). Ainsi, par exemple, la notation 

(7) l ((/(*)))> [* = e'(cosj' + vCsinj')] 

*=*. y—). 

indiquera la somme des résidus de relatifs h celles des racines de l’équation ( 5 ), 

que l’un déduit de la formule 

(8) i=«-'(cosj+ v^Tsinj-) 

en attribuant 6 x des valeurs intermédiaires entre les quantités x,,X, été y 
des valeurs intermédiaires entre les quantités y, , Y. Ajoutons que les variables réelles 
et la variable imaginaire pourront être représentées indifféremment soit par les lettres 
x,y,z, soit par d’autres lettres arbitrairement choisies. Par conséquent, on pourra 
employer la notation 

r = fl p— p 

(O) £ ((/(*)))• [s = r(cos/> + v/Tsinp)] 

r = r # p=p 9 

pour exprimer la somme des résidus de f i z ) relatifs à celles des racines de l’équa- 
tion ( 3 ) que l’on déduit de la formule 

(10) * = r(cosp + i/Tisinp) , 

en attribuant à la variable r supposée réelle des valeurs comprises entre les limites 
r.,It, et li la variable p supposée réelle des valeurs comprises entre les limites p c ,P. 

Il est bon d’observer que, dans les notations (7), (9), etc on peut échanger 

entre elles , comme on l’a fait en passant de la notation ( 5 ) à la notation (6) , les lettres 
placées à droite et à gauche du signe £ , et destinées h indiquer les variables réelles 

ainsi que leurs limites. 

Lorsque l’équation caractéristique se réduira simplement à la formule (1) , nous rem- 
placerons, comme nous l’avons fait jusqu'à présent, la notation ( 3 ) ou (6) par la no- 
tation (s) , dans laquelle les limites placées à gauche du signe £ indiqueront toujours 

les valeurs extrêmes de la partie réelle de la variable z. 

Lorsque l'équation caractéristique se réduit à la formule (10), et que la variable r 
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( ™7 ) 

demeure positive entre les limites r,,li , cette variable est précisément le module de 
l'expression imaginaire désignée par la lettre z. Dans ce cas particulier, auquel se 
rapportent des formules dignes de remarque, et qui mérite une attention spéciale, 
nous remplacerons, pour abréger, la notation (9) par la suivante 



(“) 



(«) (P) 

(<-.)'"' / [f.) 



((/(-) )) 




dans laquelle les limites placées entre parenthèses ik la gauche du signe £ indiqueront 

toujours les valeurs extrêmes du module de la variable imaginaire z . Comme, pour 
obtenir toutes les valeurs possibles do cclto mémo variable , il suffît de faire varier, dans 
la formule (10) , le module r entre les limites r = o,r = 4 o, et l’angle p entre 
deux limites de la forme p=p„,p = P = p <) -f*îT» il est clair que le résidu inté- 
gral de ~f{z) pourra être désigné par la notatiou 



('») 




(p« + * 
(P.) 



*0 

((/(*))). 



qui se réduit, lorsqu’on prend p. ~ — tr, à la suivante 



(®) (*) 

£ ((/(*>» 
(0) (-*) 



(. 3 ) 

On aura en conséquence 

„ o» „ 00 (® ) - (*) 

(■4) £«/(•))>=.£ «/(•)))=£, ((/(*)»• 

(0) (-*) 



°\r 

- o» - 00 

On trouverait de la même manière 



(. 5 ) 

(. 6 ) 

(• 7 ) 



OO O («) (o) 

L «/(*)))= L ((/(*))). 



- X - OO 



(•)(-*) 



0000 (qo ) (w) 

L ((/(*)))= l, ((/(*))). 

-eo o (o) (0) 



(•) 



(¥) 



£ ((/(*)))= l, ((/(*))). 
o ( ï ) 



C/ 

-OC -CO 
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( *oB ) 



« » (oo) 

0 «) L ((/(*)))= i ((/(«) ))• 

0 (o) 

Admettons encore que l'on veuille indiquer la somme de* résidus de /(*) cor- 
respondants à celles des racines de l'équation (5) que l'on peut déduire de la formula (4), 
dans le cas oü l'on prend pour x et y des coordonnées rectilignes de points situé* 
dans le plan des x , y entre deux courbes et deux droites représentées par les quatre 
équations 

09) J — f(*)> ( ao ) jr = F (æ) . (ai) <b — x., (aa) x = X. 
Alors à la notation (S) ou (G) nous substituerons l’une ou l’autre des deux suivantes 



(*5) 


m=zX y = F(x) 

l „ ((/(*)))• 


[e — (x, y)] , 




jr=FC») a=.T 


. 


(*4) 


r) l ((/(*))). 

y=f(ac) ®=x* 




Ces dernières se présenteront elles-mêmes sous les formes 

æ=X y=r 


(a5) 

OU 


1 ((/(*))). 
“=»• r*=r. 

y-r »=X 


[* = f (x,y) 4 - v/“z(*.r)3» 


(a6) 


l ((/(*) )) . 


O = i(x,y) + * 



m=m. 



si l’on pose , pour abréger, f(os) ~y, , F(aj) = Y. Par conséquent, les notations 
(5) et (6) peuvent être étendues 2t dos cas dans lesquels y a et Y désignent des fonc- 
tions de la variable x, tandisque x. et X continuent de représenter des quantités 
constantes. Si l'on supposait , au contraire , que x , , X désignent deux fonctions 
f ( je) , F (,y ) de la variable y, et y,, Y deux quantités constantes , chacune des 
notations 

(*7) £, ((/(*))), 

* = f(jr) y=y. 
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(, 8 ) 



( *09 ) 

[* = ?(*./) + 



X = r * = F(,) 

l ((/(*) )) • 

y = y . W «=:f( y ) 



exprimeroit la lomnc de» résidus do /"(•*), correspondants à colles des racines do 
l'équation (3) que l’on peut déduire de la formule (4) , dans le cas où l’on prend pour 
æ et y des coordonnées relatives & des points situés dans le plan des x, y , entre 
deux courbes et deux droites représentées par les quatre équations 



(ag) x = t(y). (5o) a: = F(^), (Si) y=y., (Sa) y — Y. 

D'après les conventions que nous venons d'adopter , il est facile de voir ce qu'expri- 
meraient les notations (s5) ou (»4) , et (s5) ou (a 6 ) , «te si l’on considérait les va- 

riables réelles x , y ou r , p , etc.... , comme représentant , non plus des coordonnées 
rectilignes , mais des coordonnées d’un autre genre. Ainsi , par exemple , si l’on désigne 
par r et p des coordonnées polaires, c’est-b-dire , le rayon vecteur mené d’un point 
fixe b un point mobile, et l’angle formé par ce rayon vecteur avec un axe lue, on re- 
connaîtra sans peine que la notation 

r = F(,) .=P 

( 5S ) £ ((/(*)))• [* = »(*>.*•) + 
e=*f(F) S'- 

exprime la somme des résidus de /(r) relatifs b celles des racines de l’équation (5) 
que l’on peut déduire de la formule 

(54) * = T (p,r) + V^ïx{p>r) , 

dans le cas oli l’on prend pour r et p las coordonnées polaires de points situés dans 
un plan fixe entre deux courbes et deux droites représentées par les quatre équations 

(35) ** — f(p)\ (36) r = F(p), (* 7 ) p = p OI (38) p = P. 

Au contraire , la notation 

( s 9) <£, ((/(*)))» l s — 'i(P> r )-\-V'~x(p>r)) 

r=r. p — f(r) 

exprimerait la somme des résidus de /"(x) relatifs à celles des racines de l'équation 
(3) que l’on peut déduire de la formutc (54) , en prenant pour r et p les coordon- 
nées polaires de points situés dans un plan fixe entre deux cercles et deux courbes re- 
présentés par les quatre équations 

( 4 °) P — P" (40 P=P. ( 4 ») r = f(p), (43) r = F(p), 
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( «'<> ) 

Lorsque l'équation (4) se réduira simplement & la formule (i), nous remplacerons , 
pour abréger, les nototions (ï 5) et (a?) par les suivantes 

X F(») ... F (y) Y 

(44) , l ((/(*))). . . (45) / ((/(a))), 

*. f(*) f(?) ï . 

dans lesquelles nous placerons toujours, b la gauche du signe £< les limites de la 
partie réelle de la variable x. 

De même, lorsque l’équation (34) se réduira simplement à la formule (to) , noos 
remplacerons les notations (33) et (3g) par les suivantes 



(46) l ((/(») ) .. 

• tr o>)j w (c.) 

■ . t- 



(47) 



(«) crcoi 



dans lesquelles nous placerons toujours, b la gauche du signe £ , 



((/(*) )) • 

les limites du mo- 



dule de la variable z. 

Les principes que nous venons d’exposer sont immédiatement applicables & la trans- 
formation des résidus pris entre des limites données , dans le cas où l’on opère un chan- 
gement do variable indépendante. Ainsi , par exemple , si l’on suppose que les variables 
imaginaires z et s soient liées entre elles par l’équation 



( 48 ) * = *( 0 . 

et qu’à chaque valeur de z corresponde une valeur de t , on aura , en vertu des 
mêmes principes , et de ceux que nous avons précédemment établis [page 170 et suiv.] , 



(49) 



* 



^((/W ))='“*£ T ‘ r ((/[KOM'(‘))) . 

*. /. ®=*. y=y. 



l’équation caractéristique , relative aux variables ® , y , t , étant 

(5o) x+ yj/n , = 'K<). 

Concevons en particulier que v(t) représente une des valeurs de z propres à vé 
ritier In formule 

* . . ■ i 

(5 s) t = e‘, 

et toit en outre 
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( 5 ») 

On aura 

( 55 ) 

et la formule (4<j) donnera 



( *>i ) 

/(*)=*•/•(«•)■ 






(S4)' 'V «•■«<■)))=' V ’’<(«!) )). 

*• y* *=*• y=y* 

* i 

puis, en posant, pour plus de commodité. 



L‘= e J- 



( 55 ) 



e‘—r, t°=r., t —R, y = p , y> — p. 



y=p. 



on trouvera 

( 56 ) £ (( e ‘A e ‘) )) = £. ((AO))» [< = »*(co»/» + v /: i s ‘ D P)] » 

*• J. >•='. P—p. 

\ 

ou, ce qui revient au meme, 

X Y (fl) (P) 

(57) l ((«7(0 ))= l ((AO)). 

*• y» (>■.) (r.) 

A 1 aide de 1 équation (57), on déduira sans peine de la formule (u) [page 98] de 
nouveaux résultats dignes de remarque. En effet, si, dans la formule dont il s’agit, 
on pose f{z)=e‘f(e‘), on en tirera 



<*)L y ; 

\-J J e f\ e j~ e f\ e ) * dx = ury/~^ ^ ((e*A«*)))f 

puis, en ayant égard aux équations (55) et (57), on trouvera 

9 ) 

-J [. )-« f[rc 



(fl) (P) ' 

<(«*)))• 
Cp.J 
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( ai» ) 

La formule (59) adipose évidemment que la fonction 

( 60 ) f ( ** ^ ) =flr(co*p + \/T,»iDp)] 

conserve une valaur unique et déterminée , tant qu’elle ne devient pas infinie , au moins 
pour toute* les valeurs réelles des variables r,p, comprises entre les limites r — r , , 
>• = R , p = p, , p = P- Si l’on pose dans la même formule 



,r=o, fi = l, p = 0 , P = n, 



on obtiendra la suivante 

/v* *✓-" / pV~\ P' 

(61) / e fie )dp+ ! lf{r)-f{-r)]dr=ztn y/T x £ ((AO)) 

J o V > J o (o) (o) 

que l’on peut encore écrire comme il suit 

/ »* f jr % / oJ~\ P' f'I (*) 

c fie* )d/> = |47 / f(r)dr+>« £ ((AO))- 

0 ’ ** -1 (0) (o) 

Si l’on posait, au contraire P — p. •+■ s« , on aurait 



et la formule (Sg) donnerait 



e = e 



(65) 



«/•(fie )— r„/‘(r.e Je dp = a* £ 

a. ' <%) (r. 



((/(«) )>• 



Catle dernière, dont les deux membres ont des valeurs indépendantes de T angle dé- 
signé par p „ , se réduira simplement & 



( 64 ) 



J -t \ ' I (r.) (.») 



si l'on prend p. = n. Enfin , si l’on prend «•.= o, fi = i{ et , si l’on admet que 
le preduijt f A‘) s’évanouisse pour t=30, on tirera de l’équation (6s) 
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( *>3 ) 



( 65 ) 









* t pV~\ î 1 ) (^ .' ■ 

/■(* )rfp=ï» r ((/■(«))) 

(”! (-*) 



Les formules (5g) , (6i) et (65) coïncident avec des équations que j'ai données dans le 
Bulletin de la société philomatique de 18211 , dans lu ig.* cahier du Journal de l'école 
royale polytechnique, et dans le mémoire sur les intégrales définies prises entre dr* 
limites imaginaires. Il est essentiel d’observer qu’en évaluant l'expression 



W l ((/•(»))) 

(r.) ( P.) 

comprise dans le second membre de l’équation (5g) , ou devra , si r„ n'est pas nulle , 
réduire è moitié chacun des résidus rotatifs aux valeurs de la variable t , ' qui , étant 
propres k vérifier l’équation 



(67) 




auraient pour module l’une des quantités positives r. , H , ou correspondraient k l’un 
des arcs p. , P. C’est une convention que l’on est forcé d’admettre , si l’on vêtit que 
les formules 





(fl)„ (P) 


(?) ( p ) 


(A) (A) 


(68) 


l ((«»))) = 


= ' y umo )) + l ((/■(»))) 




(<■•> (p.) 


(r.) (P.) 


(?) (P.) 




(A) (P) 


(fl) M 


(fl) (P) 


(69) 


l <(«*>» = 


= l ((A«)» + 


/ )) 




(c.) (P-) 







s'étendent au cas même où quelques-unes des racines de l’équation (67) correspondraient 
soit au module p , soit à l'arc • . De plus , pour que ces formules subsistent , 
dans le cas où In valeur numérique de la différence P — p , devient égale ou su- 
périeure b -, il faut évidemment supposer que la notation (66) représente alors la 
somme des résidus relatifs aux divers systèmes de valeurs de r et de p , qui 
rendent l'expression imaginaire 

(70) t =r(cosp 4- y/~i\ap) , 

propre è vérifier l'équation (67); d’où il suit que, dans celte somme , le résidu relatif 
k chaque racine devra être multiplié par le nombre m , s'il existe entre les 

3o 
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( *'4 ) 

limites p ,, P, » n arc» différents correspondants à celle racine. Si un ou deux de ces 
arcs se réduisaient & l’une des limites p ol P , il faudrait remplacer le coefficient m , 

par m — dans le premier cas , par m — i dans le second. Ainsi , par exemple , 

dans la somme représentée par la notation 



(7>) 




(*) 

((AO)). 

(-») 



un résidu relatif à une racine négative de l'équation (67) prendrait pour coefficient 
l’unité, quoique cette racine répondu à-la-fois aux deux arcs p — — s, p — + n . 
Ajoutons que , pour étendre la formule (56) à toutes les hypothèses que l’on peut faire 
sur les valeurs des racines de l'équaliou (67) ; il est à propos d'exclure toujours de la 
somme représentée par la notation 



(70 



(«) (P) 



t ' ((AO)) 



(■>) </>.) 



le résidu correspondant à une valeur nulle de t — e‘ , ou , ce qui revient au même , 
à une valeur infinie et négative de la variablo z. Ces diverses conventions étant ad- 
mises, on reconnaîtra sans peine que fa formule (5 9) continue de subsister. 1.* lorsque 
la valeur numérique do la différence P — p „ devient supérieure à an; a.* lorsque 
la limite r. s’évanouit. 



La formule (65) fait dépendre l'évaluation de l’intégrale 



( 75 ) 



/ +* Py/~ ( /VT) 

« f{‘ ) d P 



de la recherche des résidus de la fonction f(t) correspondants à celles de» racines 
de l’équation 




qui présentent une valeur numérique ou un module inférieur à l’unité. Elle fournit , 
comme la formule (53) de la page io4 ■ les valeurs d’un grand nombre d'intégrales dé- 
finies , et peut se déduire directement de la même formule , ainsi qu'on va le faire 
voir. 



Si, dans la formule (55) de la page 104, on pose 

•'■<‘> = 777 r /•(■£&) 
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(*♦*)■ 



<* f'A^) 



Si l*on substitue maintenant b la variable imaginaire z un autre variable imaginaire 
», qui soit liée à z par l'équation 



( 7 <>) 



i-H^ 



ou 



(77 i 




et aux variable* réelle» p , r par la suivnute 

{78) t = r ( coup 4- v^TT ■ 

r étant positif, on trouvera 

i-rcosp-r»inp.\/~i ^ * rsinp 1 » - r ’ 

i+rcosp+rsiiip-yC, V ■' “ (i+rcosp)ï + (rsinp)* ‘ 1 ‘ (i + rco*p)-+(rsinp)’ 

1 dz 1 

^ . i+»’ dt at|/û 



Or , il résulte évidemment de l’équation (79) qne les diverses valeurs de z , dans 
lesquelles le coefficient de \/~ reste positif, correspondent aux diverses valeur» de. 
t , qui présentent un module r inférieur à l’unité. Par conséquent , on tirera des 
équations ( 4 g) et (74) 



II 1 r\ 


f >+*(/". ) 


1) 


1 - ■ V’i 




il 1 + ** ’ ’ 




) s/iloH-») 1 


Il * J 



et la formule (73) pourra être réduite à 



(8a) 

Si l’on fait dans celte dernière 



Qm : ' 



( 85 ) 



; = tang — p 
r a r 
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■ ( ) 

U,./- co* p +\/T t lia p . 

(84) JiL-— — dn. 

“V* co» - |/r, sin * • + ** » 

* ’ a 

et l'on conclura de la formule ( 8 a) 

jiuis . en remplaçant la fonction f(t) par Je produit tf(t), ou retrouvera la for- 
mule (G5). 

L’équatiou (85) peut encore s’écrire comme il suit 






(o) (-«) 



m- 



il est essentiel d'obserrer qu'en éroluant l’expression 



::;c» 



on devra réduire b moitié chacun des résidus relatifs aux valeurs de la variable t , qui 
auront l’unité pour module ou pour valeur numérique. Ajoutons que les formules (Si) , 
(85) , ( 8 G) . doivent être restreintes au cas où le résidu partiel 

' s8) ^W) £ (,-svr, )((,+*,/.-)) f (■.-*£-.) 

s évanouit. Si cc même résidu acquerrait une valeur différente de zéro, alors, en ex- 
cluant de la somme représentée par la notation ( 87 ) le résidu correspondant à une 
valeur nulle do t, on obtiendrait, b la place des formules ( 81 ) , (85) , ( 86 ) , de nou- 
velles équations, savoir, 

« mi. 

,,, 
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( **7 ) 



(9*) 



/: 






dp = i 



llvl + {l) r {n> lin ou 

C(O) ^(o) (-.c) U“i) 



Enfin, si la fonction /■(<) prend une valeur Unie pour » = o, les formules (go) 
et ( 91 ) pourront être réduites 5 



i# ” fj f" ") "=-| f( °> + i!’, £ ( ( ." > ) ((^)) ) • 



(•> 3 ) 



r. 



iNous terminerons cet article , en montrant quelques applications des formules (85' 
et ( 9 s). 



Faisons d’abord successivement 
(94) f(0 = f(* + 0. 



(9*)' 



rw = 



f(s + /) 



I désignant une constante réelle ou imaginaire, et f ( * ) une nouvelle fonction de 
t qui conserve uno valeur finie , pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de 1 , 
dont les modules sont inférieurs à l'unité. Les formules (85) et ( 9 *) donneront 



(9°) 



(97) 



(*) 



J* f(* + « )<fp = î*f(s 

A ■ WT f (,+ c"-) dp ^ _jii_ ^ÎW . 
J -* ' ' ' i.î.3...« ds- 



Si l’on fait en particulier f(s) = on tirera de la formule ( 97 ) 



(9«) 



i.a.3.. 

3ir 






dp ; 



et par suite, en supposant 
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i. a. 3... n r* I 

( 00 ) — J _ K \ e 

Si , dans la formule (96) , on réduit la constante s 
(10») J' <"(« ^ ) dp— U t 

ou , ce qui revient au même , 

J „ ; 



I -upSl + xi*'/ ’ 

e dp. 

ii zéro, on aura simplement 

f(o). 

dp = itf (o) . 



Concevons maintenant que l'on fasse successivement 

(.0*) AO =7^. (•«*> AO=^4~. 

I 

s désignant toujours une constante réelle ou imaginaire, et la fonction f ( t ) étant 
assujettie à la condition que nous avons indiquée. On tirera de la formule {9a ) , 1.* en 
supposant la voleur numérique ou le module de s inférieur’ h l’unité , 

r»T .( pV~\ 

(104) / > e dp — ut f(o) , 

«/ -it 1 -fc PV ’ 

C,o5) f'jWép-'.iW, 

•/ -n 1 -st 

u.‘ en supposant la voleur numérique ou le modula de $ plus grand que l’unité , 




Si la valeur numérique ou le module de * devenait égal & l'unité , alors , en réduisant 
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( *'9 ) 

chacune îles intégrales prises entre les limites — r, -J- ir à sa valeur principale , cm 
tirerait des formules (85) et (eja) 



(,08) 






r - i l 

J -K I-, 



fl/*'") . ,, . 

-J — —dp=z *r(s) 
-rs W * 



Si l'un combine , par voie d’addition et de soustraction , les formules précédentes , on en 
déduira immédiatement , quel que soit s , les valeurs des intégrales 

r r pV ~) i _ 

i -scosp + s’ a / 

J ssinp ff/^-fÇ /^’) 



0 i - a jcosp + j* 



a V/~i 



<*/> = 



el par suite, en ayant égard à l’équalion (>oi), les valeurs des intégrales 

r: 



,ir ^ 

a î-icos/j + s* 






cosprfp f(/^)-f(/ ,V, “) rinpdp 

7 .’Jo 



1 - as cosp + s 



a t/~ 



• - a s cos p + » * 



On trouvera de cette manière, i.‘ en supposant la valeur numérique ou le module de 
s inférieur & l’unité 



(uo) 



f. 



w tU'^Uti. p ' / ~) dp 



fù) 



» - ascosp + »' i - J’ ’ 
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r* fie*'' ' J+({t p ' ) en* P II n 

\ J 0 a i-a«cosp+j 

j j* V »in pdp _ * 



[f(«)-f(o)]s 



a.° en supposant la voleur numérique ou le module de s supérieur h 1 unité , 

(na) 



(uô) 



5.» en supposant la valeur numérique ou le module de s égal à 1 unité , et choque 
intégrale réduite h sa valeur principale 



r r(< 




dp 


»(t) 

— r . ■ . 




a i 


- a #co» /> + #* 


S* — 1 ’ 


t pit 




CO 9 pdp 


_ *["**+• f ( 1 \ _1 


\J 0 


a i 


- a ico» />♦#* 




J f* 


sin/9«//> 


= J!_rrf-L\ — f(o)"| 


\J 0 “ 


a v/ — * i 


- a»cos p + J* 


L \ * / J 



(■>4) 



L 



r f(/ / 7 ) + r(/' v '') 


K 

1 

«a. 


a 


i-a#cos/> + #* a(»- 


■f(/' 3 ) + r(. wï ) 


C05 pdp * 14*#* P 


a t- 


aiCOSp+J’ 4* i L 



(nâ) 



| _£0_ = i[r,., + r(^-) - .1(0,] 



Il est bon d’observer que, pour tirer les formules (l ta) et (t i5) des formules (i io) cl 
(lit), il suffit de remplacer a par — . De plus, si l’on pose i = ii dans la 
seconde des formules (i i5) , on trouvera 



.( pV~\ J fi/~\ 

fW J-fU 



(*> 6 ) 



i r r cotü 

\Jo a a ' / -' 

1 J O U,n? T *V% 



rfp = ir[f(o) — f( — l)]. 
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( a*i ) f 

Ajoutons que l’on pourrait déduire directement les équations (ito) (tu) et suivantes 
de la formule (8G) ou (gi), en posant successivement 



A 0 



AO • 



A0 = 



(«s.-Jap 

(-*O(-0 



AO 



('-t)AO 
a - ( ,_ t) 



si l’on posait au contraire 



«*>=(‘*7) 



n désignant un nombre entier quelconque, la formule (gt) déterminerait immédia- 
tement quatre des six intégrales 



( * 1 7 ) 



(.. 8 ) 



("9) 



(isoV 



(1*1) 



(***) 



f. 






cos n p 



dp , 



sin n p. 



a i-ajcosp+s* 

dp , 



J** )+f(s ) co i’ p. dp 

L 

{** *) sin’p.tfp , 

J 1 J-IJ COSp+J’ 

" . . f(»' / ")-f(.*' v ") 



f. 

f. 



sia n p. 



3 l/“i 






17 f(r ^ )-f(<: ^ v ^‘) sin ’p.dp 



3 \/~l 



i-atcosp+t’ 



savoir, les quatre premières, pour des Taleurs paires du nombre n, et les deux pre- 
mières avec les deux dernières pour des valeurs impaires du même nombre. 

Si , après avoir remplacé, dans les formules (lo4) , (to5) , etc. , s par dzs^/~, 

5i 
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( **» ) 

on combine ces formules entre elles, de manière à faire disparailre les imaginaires , on 
on déduira sans peine les valeurs des intégrales 



(i* 3 ) 






(•* 5 ) 



(•* 6 ) 




r(." 3 M/" 3 ) 


( * 


1 ’ ) du 


a 


\ i- at sin/j+j* 






f 1 


‘ 1 rf, 


a\/r, 


\ i -a* sin/>+j* 


î t 2s sinp + 5’* ) ^ ' 


ff.'^VrC/" 3 ) 


f » , 


1 Wnrfn 


a 


( i -aasiiip+j* ~ 


i + assinp+a*/ 




L - 


, . 


*i/ô . 


\ i -ajjinp+j* 


- ; 1 CO Spflp 

i -rassi np+»*/ 



et de plusieurs autres. 

On peut déterminer immédiatement , è l’aide des principes que nous venons d’exposer, 
les valeurs des six intégrales définies 



f. 

!/ 






cotp.dp = — T(o) , 



' r(.^')-f(a -^ T ) . , . . 

apn *inp.dp = — ï (o) 



(1=8) 



ai/". 



(îaq) 



r n 

f 
f 



- r 'p— 

a i/o 

cosec p dp ==* L(J .) 1 ) , 



' paiüaa-,,., j . 






cotp. dp = s ) __ f(0) L 
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En effet, on déduira les formules (137) des équations (ni) , en posant s — o, et la 
seconde des formules (128) ou (139) des équations (116) combinées entre elles par 
voie d’addition ou de soustraction. Ajoutons que, pour obtenir la première des inté- 
grales (128) et la première des intégrales ( 1 a<j) , il suffira do réduire la constante a 
* l’unité dans les intégrales ( 1 a 5 ) et ( 1 26). Au reste, on parviendra directement aux 
équations (127), (128) et (129) , si, dans la formulo (8Gj ou (91) , on remplace lu fonc- 
tion f(t) par l’une des suivantes 



(* + !)'(<). 






‘ + 7 




« 



Les diverses équations que nous venons d’établir, b l’aide des formules ( 85 ) et (92), 
peuvent sc tirer, pour la plupart, du théorème de M. Parseval. Plusieurs de ces équa- 
tions étaient déjà connues , et s’accordent avec celles qui ont été données par M. Frullani , 
dans un Mémoire publié en 1819 , par M. Guillaume Libri , dans le tome xxviii.' des Mé- 
moires de l'Académie do Turin, enfin par M. Poisson et moi, dans le Bulletin de la So- 
ciété philomathique de 1823, et dans le six.* cahier du Journal de l’École polytechnique. 
Si , pour fixer les idées , on réduit la function f(t) 5 l’une des suivantes 



f— r II 


r i-m 


1 , i| 


r i+t\ 


1 1 1 


fl ~t \ 


| . 


{ 1 +t) • 


1 * i 


2 J 


1 » 1 1 


l* + » ) 


! » 



et, si l’on remplace, i.* la lettre s par la lettre r; 2.° la variable p pur 2/1 

on déduira des formules (io 5 )« (10G), (107), etc les résultats contenus dans lu 

page 3 g du Mémoire sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires. 

Lorsque , dans la formule (q 3 ) , on remplace p par 2 p , elle donne 



( 1 3o) 



f. 






' (») (•») ; 



Gela posé, concevons que, f(x) et F (*) désignant deux fonctions réelles et en- 
tières do la variable x, et a une constante dont la valeur numérique ou le module 
soit inférieur à l'unité , ou substitue 5 la fonction f(t) , ou le rapport 



(. 3 .) 



Mv«)l ' 
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ou l'un des produits auxquels on parvient en multipliant ce même rapport par l'une 
des expressions 




On tirera successivement des formules (t}5) et (iSo) 



(*5*) . 



J 



f(cos/>) . f(°) . (0 r (r) . 

F(cosp) P F(o) + {o) f .,j 






(,55) i F(^ co5 " pcosflprfp= ^mî) 



(( f [t( , + 7)]))) 



(0 w ) 

W (-»«(('U0n)]))i' 



(,54) 

^ O 

- ( f(o) O w c-0‘f[vO*;-)3 ! ’ 

’"i F{o) « w '(Mîo* :-)]))(' 

(• 35 ) f'J&jfâuvg'pdp** 

* i_[W_ + t0 r w* (■-Q-ffjfr + f)] | 

ac0î ll_ I F(o) («/■'(•») '(((' + 0 * f [t( , + 7)])) i 



(•301 




f(eosa/D) 
F (cos a/') 



lcosprfp 



. I H»),,., <,, r w '(■^‘) f [v( ,, 7)3 1 

«. -, ‘((^K)]» r 
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( *a5 ) 



(>37) 



-/* 



f (COS 3 p) ... * 

- lsin pdp = — 



F (cos a p) 



|rw £ -«r[>î)]»r 



(«) (-*■) 



(•SB) 



T 

f; 



I tangp rf, = -1° l { ’ 

F(C051?) '(WtO + I)])) 



(>39) 



_ ir 

f: 



f(cosap) a sinap , 

~COS a -'p — ; H dp— — 

F (co s a p) r sinp r 3 



(O (■) 









(*4o) 



T 

f: 



f (COS 3 /)) prfp 
F (COS 1 p) 510 2/3 



(>) w 



(((-O'tK-r)])) ' 



(»4i) 




<r 

» f(cOSQp) Icosp 
F(cosap) p’ + Jlcojp)* ^ 



il. 



f(0) 



(■) (') 



+ l 






M'O >(î) „%„((■ (~MK‘n)]))| 



(«4») 



ï 




f(cosap) ' p tangp 
Ffcosap) p* + (lcosp)* ^ 



.'*<•> ' "’ <‘-0'[K , *7)] I 

'(i) (V „C«)i(^)((r[K»})]))r 

etc..... 

Il est essentiel d’observer que les formules (i35) , ( 1 54) et (i3g) peuvent être éten- 
dues à des valeurs positives quelconques de la constante a. 

Lorsque, dans les équations précédentes, on réduit les fonctions, f(*) et F (x) % 

l’unité , on en conclut 
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( sa6 ) 



043) 



(■44) 



(.45) 



J ' 2 co*°pcoiapdp= , 

* 

J "* ™° P cosa (^-/>) d P = ^rr. 

ir 

/ * t»ng a pdp = *— . 

a cos — 



(.46)' J' \cotp dp— 



(■48) 



(■49) 



(■Bo) 



f; 



(■47) 



1 tang/) dp ■= o , 



(>) M 



T 

7 ) r iMD P rf/>=-^i (.i 

^ n 



sîo*p , * r (i+o* _ * = * 

C 08 «-? . dp = — - — - Cx ■ ■■ — i 

o “° P “ (.) <-) 



Prfp __ 



(.5,) 



sina p 
0 


- = a 


^ 1 1 


(0 

l 


■f'W 


M ( 


ptangp 


- dp : 



» , 



■») 



(('(-?))) 






•■»>(») 



Si l’on posait, dans l’équation (.45) tangp = æ, et si l’on y remplaçait a par 
a — î , on retrouverait une formule d’Euler, savoir, l’équation (5o) de la page 109. 
On doit au même géomètre la formule 047) t de laquelle on déduit sans peine les 
équations (146), (i48); et à M. Poisson, les formules (.43), (>5i), (>5a). Ajoutons 
qu’on peut tirer la formule (>44) de l’équation (.43) , et que l’intégrale 
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( **7 ) 




* P dp 
sinap 



ii évidemment, comme l’indique la formule (îao), une valeur infinie. Quant & l’é- 
quation (149) > qu’il est facile de vérifier directement toutes (es foi* que la constante 
a se réduit à un nombre entier, elle offre cela de remarquable, qu’on peut y faire 
varier arbitrairement la constante dont il s’agit, sans que le premier membre change 
de valeur. 



L’intégrale (t 4<0 cst l’une de celles dont j’ai appris & déterminer les valeurs dans 
un Mémoire approuvé par l’Institut , sur un rapport de M. Legendre , daté du 7 no- 
vembre 1814. Si l’on remplace f(x) par (1 — x*)f(x), cette même intégrale 
se transformera dans la suivante 



(. 53 ) 




f(cosap) 
F(cos 3p) 



ptiaipdp , 



Les équations (. 3 a), (. 33 ) et suivantes supposent, comme les formules (93) et 
(. 3 o) , que l’expression (. 3 .) conserva une valeur finie pour une valeur nulle de t; 
ce qui arrivera nécessairement, si, dans la fraction rationnelle, 



f(*) 

F(») ' 

le degré du numérateur est inférieur ou égal au degré du dénominateur. Si le contraire 
avait lien, les intégrales comprises dans les équations ( 1 5 a) , (1 35 ) et suivantes pour- 
raient facilement se déduire non plus de la formule (93), mais de la formule (9.). 
Ainsi , par exemple , si l’on prenait 

f(x)=x", et F(x) = t, 



m étant un nombre entier quelconque, le premier membre de la formule (. 5 a) se ré- 
duirait h l’intégrale 




cos m pdp 



et, pour déterminer cette intégrale, il suffirait de poser, dans la formule (91) 
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( 2*8 ) 

On trouverait ainsi 

/ ,,r n r (>+()’" 

cos »‘pdp= — C ( ^ ryp 

O 

D’ailleurs , le coefficient de ~ , dans le développement de 

. m 1 m(m-l) ■ etc 

f'" +l I t m ~* |.2. t m "~ 3 

est évidemment égal à zéro, lorsque m désigne un nombre impair, et à 






dans le cas contraire. On aura donc» pour des valeurs impaires de ni. 



i. 2 . o.... — 
a 



(i55) 



/: 



cos "'■pdp — o, 



et , pour des valeur* paires do m , 



/ •* ît J. a. 3... (m-i ) m i.3.5...(m-i) 

o ce* m rdp = Tr (l a -) -*-T4X^T- { 



ce qui est exact. 
Supposons encore 



r(*) = ». 



f(«) = l X’, 

L’intégrale ( ■ 4 * ) deviendra 

J p col p dp , 

et sa valeur, déduite de la formule ( 9 *) * ®ora 

r .<•> ,W (,„)l(i±i) 

„ 5;l J . 
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( «29 ) 

Concevons maintenant que l’on prenne successivement 
it( t) 



(.58) 






si 

a - 1 



(«59) M = 



_ *t(f) 






s désignant une quantité positive, et f(t) uue fonction qui conserve une valeur 
finie pour toutes los valeurs réelles ou imaginaires do t , dont les modules sont ren- 
fermés entre les limites o,i. On tirera de la formule ( 92 ), i.* en supposant 3 <j~. 



(.60) 



f-, 

-77 e 






7 . , dp — — f(o) , 

(COi P + y / -t iiop) r S 



(. 6 .) 

a." en supposant i = s» 
(163) 



pV* J p 'f 1 ) 

• fl* / . t* -, . 

ICO» p) r <j/T| ' 



r _liia l 

j** 



r ir ( cob p + ^ siap) 
ut - 1 



pV~ .( 1 

f(o) + 

ne - 1 ! 



dp — t(o) 4 - 



fq/r,)+r(-y/:-,) 



(.63) 






f(0 + f(-«) I ■ 



3.* en supposant » compris entre les limites an, 4* 



(.64) 






(tMp + ^1 liipj 



dp=^jf(o) + f(^V^) + f(“»/~) j 






(*in p cos p) 



7 dp = s‘w! f(o) + f (T I ) + f (-T I )j- 



En général, si l’on suppose .= .nt, » étant un nombre entier quelconque, on 
trouvera 



(. 66 ) 



r ) Jp= 

e - 1 



, j fW+f(^w) + r(ivv)+ + T'<*^> j 

+ f (-7 + ' (-T + 7 r ‘- ^ i_ 
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( *3° ) 



(‘6') 



/: 



pV 






- a **-(stn p + ^ ~ co$p ) 



-dp — 



n V r ‘ l 



l r <“' -*- f (v) r (v) +T r|,) 

+'(-T) +r (— j)+--+ 7 r (— >: 



Si , ou coutr.iire , on tuppoae U quantité a renfermée entre les limite* 
2 ( n 4- i ) ir , on aura 



(•68) 




f * d 

f t ( CO» P + y/ ~ Üop) F 

^ e - 1 




a J 


l f(o)+f| 


+ 


+'(4 L *^) 


' 1 


- + f 1 


(-T^)+ f (— T^) + "" 





(i6q) 



/; 



fV' -fy/“ \ 

' Ü1 !—dp = 



- f ( fin P‘ y/~ coi p) 



* v : 



fw+ ,(iL) + f(^) + + r(J£) ) 

+'(-T)+'(-?)+"+'(- i r)j 



Si, dan* l'équation (lüg) , on remplace a par 
obtiendra la formule 



(170) 



J -x -~( 






(fin p - co> p ) 






. et f(») par f 

| f(o) + f(0 + f(i) + + f(n) 

) +f(-l) + f(-s) + ...+f(-n 



qui subsiste pour toutes les valeurs de s renfermées entre les limites s 
* = . On aura donc par suite 

;i + 1 1 



a » * , 




, ou 



I , 

1 

' 9 

n 
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( >5» ) 

(i 7 1 ) f( — n ) + f( — *»+>) + ■•• + f( — » ) -t~ f (°) -4- f ( * ) -+- • • • -H f (** — • ) + ((") 



c^'fÇLc"^) 



_ Vï_ Ç T c 1 U 

‘ J - ir -^r 



et»») 



dp , 



c • - 1 

et l’on en conclura, si la fonction f(t) est réelle, 

(•7*) f( — n ) + f( — n + >) + ••• +f( — •) + ^(°)+^( 1 ) + " , +f(' 1 — *) + f( n ) 



T ,lop . . I »* \ • PV~\ , t ( . \ 

, r>r 6 smp — sm ^ p — — cos p J f^— e J-H[y« J 

s I II 

«/ -ir — nnp 



a» . 

*io p 



dp 



~ p h* \ . r 

— a cos l-ycospj +c 

i tia P / air \ _ / t / l 

, 6 COS p — COS ^ p yCOSpl flyC J — f ly • I 

^ / *» 

*/ - jr SU 



i» . 

— SID p 



a l/n 



rfp. 



T ' ( *• \ , “T 

— acos I— cosp J -f e 

Les formules (171) et (17a) supposent, l’une et l’autre, la Taleur de » comprise entre 

les deux nombres — , — - — . Le premier membre de chacune d'elles se réduit à la 
n n + 1 r 



somme 

(*75) 



■f(o) + f(,) + f(a) + ...f(»). 



dans le cas particulier oit l’on a 

(1 7 4) f(t)=f(-t). 

Si , pour fixer les idées , on pose dans la dornière de ces formules 

un al* 

f(i) = t , ou f(t) = e , 

m étant uu nombre entier quelconque , et a une constante arbitraire , on trourera 
successivement 

(1 7 5) t + a*"4-5*"-f- 



im • 1 

œ /; 



nr 

— tin p 



“ 2 n 

t ‘ sin ( a m + 1 ) p — sin ( a m -J- 1 ) p — — cos p 



dp , 



T mf /** \ . ~~ 

— a cos I — cos p j 4 - ® 



tin p 
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( 23* ) 



et 

(■-fi) 



l fl in ga n’a 

— + « +c +e •+■ -\-e — 



tia p Z a \ . I , ® 2 ?r \ a com if 

' f- C sm v P 7^ 8,n 2 P j — »m ^ p -t- — 81" a p -Co* P> > ___ 



T**' I * * \ . “T 

— * cos I— — - cospl+c 



dp. 



Supposons encore que l’on prenne successivement 

f(0 



0-7) 



■- 8 ) 



m- 



( 



• t — it 

e + e 



«*)=■ 



)(.i + .-î) 

f(0 






f (t) désignant une fonction qui conserve une valeur finie pour toutes les valeurs réelles 
ou imaginaires de i , différentes do zéro , et dont les modules sont renfermés entre 
les limites o et i. Alors l’équation (91) fournira immédiatement les valeurs des deux 
intégrales 

(.79) f * tL 

J O * c >,co * ,, + a C os(a<sin/?)+e‘ 1 * co ‘*’ 

* rf/^+rk'^ 7 ) dp 

2 * f aio p f . », -Jisin/» 

t r - aC05(25SI0/>)+C 

Ces dernières intégrales comprennent, comme cas particuliers, celles que H. Poisson a 
déterminées à la page 494 du 19.* cahier du Journal de l’École royale polytechnique. 

Nous ne nous étendrons pat davantage sur les applications des formules (85) , (91) , 

(9a) , etc Nous en avons dit assez pour faire voir les avantages qu’elles présentent 

dans la détermination des intégrales définies. 
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LA RESOLUTION 



$»>• «K QUELQUES 



EQUATIONS INDETERMINEES 



NOM 



ES ENTIERS 



i." Résolution en nombres entiers îles 



uations homogènes entre (leux variables. 



une fonction homogène de» deux variables 



x,y. L'équation indéterminée 



pourra être facilement résolue en nombres entiers. En cfTet, si l’on pose y 
cette équation deviendra 



et il ne restera plus qu'à résoudre celle dernière par rapport à p. Si l’équation (a) 

a des racines réelles et rationnelles , et si l’on désigne par 

*?' '«■ K w N», 



T ** une quelconque de ces racines réduite à sa plus simple expression , ou vérifiera l’équation 
( s) en posant 



k désignant un nombre entier choisi arbitrairement 




/ - / \ 

«4 ) 

Exemple. Supposons que , les quantités réelles A , B , C avant pour valeurs nu 
tnériques des nombres entiers, on propose de résoudre l'équation indéterminée 



Ax* -\-Bxy + Cy 



on en tirtra 



en nombres entiers que dans le cas oii 



Donc l’équation (5) De pourra être résoli 
B' — 4 AC sera un carré parfait. 



en nombres entiers de C équation homogène du premier 
il trois variables. 



§ a.' Hésolution 



Soit donnée, à résoudre l’équation indéterminée 



aU + bE+cir t=o. 



d’ailleurs S) le plus grand commun diviseur de a et do b. £), p»' 



>'*a — polhèsc , ne pourra diviser c; et en conséquence IV devra être divisible par £>. il • J •. 

eu résulta immédiatement qu’on pourra trouver de» quantités entières M et If qui ^ JA 

K M. # -î . *' * J 



satisfassent !t la formule 

t>** • #• jf* *4. ■ : • «S S ^ % 

’ “• X «g . 

? î*. i ? 



£ A’ * 



iZ> 



.0 



£$£' ou , ce qui revient nu mémo , à la suivante 

*5T (4)*' IV~aN — bM. 






^aMWT 






'■•C'* Ta."'' 

I yr. JjE .... /W; ■■•»>.■ -\ 't, >»t 

De plu» , si l’on élimine IV entre les équations (5) et (4) , on en conclura 



a{V4-cIf)=zb(cM — f') , 
ou . ce qui revient an mémo , 



«( 5 ) -g- (U+d*)^JL{cU-y) ; 



«*? -t 



-.7*1 



fSTÎ 



- 



l yMMi 



v.*r.. 

v>. «a 



... . . -. j 

et, comme —, n’auront pas de facteurs commun», on tirera ûrideunnuut d# ^ 



£> * S) 



l’équation (6) 

\*j A» 



£/ + oA.=4r^* cM—V^ — H, 

9 WStELK 1 -- » 



>K v •' 



• • W 






~n-cx . ^=0# — f_ Æ . 






■ i r^: S 

fe» > f _ 



Î SaS tfasifidi 

!Wi^, * 



■y il désignant une quantité enti, re. Enfin , c et g) n’ayant pat de facteur» commun» . 

on pourra trouver encore deux quantités .'litières r et i qui vérifient la formui^* L • Jj®3j 

* (7) n^&r-c*. $?■ 



r \ <7 r 



»HÜT î 



iV 



Cela posé, les équations (6) donneront 

+ ^Nsfed|gÿc^: i&V M 




ESP» 1 1 . '**"* 



coïncideront avec les valeurs de u , v , w que l’on déduirait des équations (*) en 
posant 

" =rJV+ ^• 'f7V h 

y « Donc ces équations fournissent toutes les solutions possibles de la formule (l). * < C . . ^ 

lystéine particulier des valeurs de u , c> , u/ 
qu’on eût .Tr u î”. X- i 



r ÿ * Donc ces équations fournissent toutes les so 

r mj, * J* ‘^v . ♦. « , r 

- . Si l’on désignait par un syi 

propres b vérifier l’équation (i) , en sorte qi 

t / - > v 

p» v .Tt V. Ci*' 



ït^vSt' (,0) 

■ AkVfii 



jJ 

Fh_* 

J 



ri* 



Î*T 7 

4 Ü 



au„+ bv« + eto. — o , 

on pourrait remplae.er l’équation (t) par la suivante 
(il) a(u — u.) + b(v — v 0 ) -\- c(w — w,) = o , 



m fmî 



té&VA 



i ,. '■ et substituer en conséquence aux premiers membres des formules (a) les trois dif- 

— Cela posé, les valeurs générales de u , v , u’ v. 



y *- , Cl suosmucr en coiiscqucucu ans p 

.?*; ÿ'.v férences u — u, , » — o„,u> — tr„. 

, r, > . sc présenteraient sous la formo 

/* r V Okï.tZfZ* “• + br—cn . 



-v 



L> •* ■ (**) , 

K* *« ? J •..’Nir- /* . t V »? 

6% ;v 



= — «r , 

U' = it>. -J- an — bm. 



SsBSPfl 



•** 1 w = w. + an-*m. > ;* C .. ^V. /. 

1 * . k *2ffl^3B3SiaÆPr!^r * 

jfv I V -, ^ Ç 3.* Sur éi résolution en nombres entiers des équations homogencs entre troU variable*. 

' >■ »* ■- " ,r** “ ; ' T * _!V *f V* -s .. ' • 

it *;i r \üà 

Z**''» Soif t . 



/ » 



une fonction homogène des trois variables x,y ,si et supposons quêtant donnée ,*f < -.. 
h** < <• une solution en nombres entiers de l'équation indéterminée 




. r : .v- t») 



» -îuw *• Ffa, 'J’> *) = :0 « 

propose de résoudre généralement la même équation. Soit 

■f « | ÿ ** * 0 *n #V ^ yy >T*Ai^ 

a; = «, y^=b, i — c 







la lololiop donné® » en sorte qu on ait 







( *Ô7 ) 

«r, b, e désignant trois quantités entières. Si l’on satisfait à J’équotion (x) , par d'au- 
tres quantités entières m,y,t, on pourra encore en trouver trois u.v.w qui 
soient propres à vérifier les deux équations 



( 4 ) 

desquelles on tire 

(«) 



au + 6i> -J- cw = o , 
xu +yv -f zw — o , 



cj-bi ai- ex ax-bj 

• * 0 • ' " . . 

Car il suffira de prendre pour u, v , tu les trois différences 

' . , * . 

oy—-bx, a — ex ,. bx — ay , 

ou , si !‘ou vent qu’il n’existc pas de facteur commun aux trois quantités « , v , w , 
les quotients qu'on obtiendra en révisant les infimes différences par leur plus grand 
commun diviseur. Si maintenant on substitue, dans l’équation (i) la valeur de t tirée 
de la seconde des formules (4) . on trouvera 



(6) 






on, parce que la fonction F (as, y, s) est supposée homogène, 

(?) F[wa> , u>y , — (uœ + vy)]t=o . 

/’ \ * * 

4 . • 

De plus, comme on vérifie l’équation (i) et la seconde des formules (4) en prenant 
x — a,r~b,i = o, on aura encore , ■ ' 



(8) 

Enfin , si l’on pose 

k * si 

(9) 



les formules ( 7 ) et ( 8 ) donneront 

• . • ■ -r 



F [ioa, vu b , — (u» + »4)] = o. 



-W. 



(jo) 

(>>) 



■! Y[w.tvp, — (u + vp)] = o , 
F[w, a>P, — (ti 4 'uF)] = o , 



t S ■ 



••t * 

> . . • 1 v 
.»lVr 1 
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. b .. 



- ■ ' ' ■ ( *38 ) 

On aurn par suite - 

(ia) Ftio,u/p — (u-^vp)J — F[w,wP , — (u +*’/’)] = o . 

Ajoutons quo, si l’on fait, pour abréger. 



(tô) *(x,y.t) 









di i 






__ df(x,y,i) 
di 



\ 



rt , si l’on désigne par le degré de la fonction homogène F (ai, y, ») , on aura, 
eu vertu du théorème des fonctions homogènes , 



(*4) œ*(*,j'.*)+/x(œ 1- y,c) + sM'(a,7.*)= c ^F(a:.j.*) S 

f 



pt pnr suite 
'(»*) 



a* (a, b,e) + éx(«, b ,c) -f- cV(«,é,e) o 



Cela posé , il est clair qu'on vérifiera la première les formules ( 4 ) non-seulement 
supposant « 

» • 

(16) u = 6r — en , v~cm — ar , w = an~bm , 

mais encore en prenant 



(> 7 ) 



n = *\a,b,c) v = X(a,b,o), tv =* T(a , b , e) , 



et plus généralement 

.* •' > •' 

(, 8 ) 



u = *(a,b,c) 4 -br-ï-cn „ 
u^=x(u,6,c)-4- cm — ar , 
l w=s (a, b ,c) 4«n — bm. 



»» , n, r étant des quantités entières quelconques. Il ne restera plus qu’à examiner si 
l'on peut disposer do m,n et r, do manière que l’équation (ta) fournisse des va- 
leurs rationnelles do p autres que p = P. Dans tous les et» où cette condition 
pourra être remplie, la méthode précédente fournira de nouvelles solutions de l'équa- 
tion (î). En effet, pour chacune des nouvelles valeurs rationnelles de p , ou tirera 
facilement des équations 



l’ 9 ) 



y—px, 






r 



S y y Digitizèfi t>y Google 
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( »S 9 ) 






r V * ' • # 
nu. co qui revient au même . de la seulu formule . qÙÉ||Hi ? 

i=^=T^7- 

- * \ è-C -« ^ ■ ^r» ' ' 

des systèmes de valeurs entières do as. y.s; • et il est clair que eliacun do ees »ys 

tèmes sera propre à vérifier l’équation (6) . et par conséquent l’équation (i). 

Nous allons maintenant appliquer la méthode qui précède aux équations homogène» du 
second et du troisième degré. 

§ 4.* .Vur lu résolution en nombres entiers de Céqualion homogène du second degré 

entre trois variables. 

, *£ . 

Quoique le problème, qui va faire l’objet do ce paragraphe, puisse être ramené à une 
question connue, savoir, b In résolution en nombres rationnels d’une équation indu 
terminée du second degré entre deux variables, il nous a paru convenable de montrer 
comment la méthode ci-dcssu 9 exposée s’applique au problème dont il s’agit. 

Soit donnée à résoudre en nombres entiers l’équation 

si* ' 

ti>. Ax' + Bÿ’ + Cs' + Dy* + E*x + Fxy=o. 

» ■« . . • . 

On aura, dans co cas , eu .adoptant les notations du S 5, 

v - . , 

(s) F le.j’.s) — Jv' : + B y • + Cl' + Dyz + Ezx + Fxy , 

» *(*,y,j)x:i/lg + £: + cy i » , 

(3) x{x,y,z)=; 2 By + Fx + Dz . . . .• 

i 1 ^ H ** H * 

" H r («,y^*)==sCï+^J r + Ea: - 

. tr ■ • . ’ ^ .> •. - » » 

Donc les valeurs générales do a,v,e pourront être déterminées non-seulement par 
les formules V 



-r 



» = «»— 6m 

. * * -4 



(4) ' u = br — en , * t> = cm — or, 

# 

V .. A A, „ * - . • v 

mois encore par les suivantes 

v . i . a = *Aü + JSjc+-Ffr + ^r— -en , 

fA) ! v = a Bh ^ JT a -4- De -4*cin — , 

f u. .** *. 

\ 1 *»= 2 Z) 6 -hUtf +<***.— ~& îzï., 

+ m + ‘ ' % • • 



‘ «“ r 



0 r 



• DigitLz&j by Google 



( 24 ® ) 



Do plus. l'équation (it) du § 5 donnera 

N ». *- jf* . • ' *.•»?£*» ÿf . 

(6) (p — P)[(Bw‘ — Dvm + Cv ’) ^p+^J+Fin’ — (Pt + fl«)ir4-2Co»]=o. 

, *~ : £j # , * -si -1 

Or, on satisfait à l'équation (6) , non-sculeim nt en prenant p = , mais cnpore en 

supposant WCTjÿKTI Tv 

” .n WJf L^^TiA *• - 

(Ær + D u)f» - F tv* • \Ç ut p - 

P ~ I>W‘ -Dtw+Cc^ 



(7) 



et cotte donner*: valeur do /< est éviiloniment rationnelle. Donc , lorsque l’équation 
(0 admet une solution , elle en admet pour l’ordinairo une infinité d'autres. 

Si l'on remet, dans la formule (7) , au lieu do P sa valeur ~ , on aura 

'? Î-* S •: *...:, 

iay a[Eta+ Diixv-Fw' - aCur] - b[Bw' - Drw+Ct* ] 

U P ~ a [Bv-Dta+Ci’) ’ , *•' . 

• . *. f • •< } ,»( ■' . il* j 

*• . ^ 

puis , en ayant égard aux équations 



( 9 ) 



I 



aa + ^r + tw^o , v 

• I > ' • . . . • 

I Aa' + £b' + Cc' + Dbt + Eco+Fab = o. 

on trouvera 



(10) 



y . o{Aa'-Eum+Cu' ). 

x P b(Bv>' - Dta + Ce* ) ’ t 



f « 



En effet , si l'on élimine c entre les équations (p) , on aura 

(il) [Ba' -Dtn+Cv' )b' - (Etw+D um- Fa' - 2Üuv)ab = -a' (A a' - Eutr+Cu’ ) . 

V * • s a ’ t .* 

% ' ' ■* . 

Or, il suffit évidemment de recourir & la fqrmnle (11) pour déduire la formule (10) de 
La métliodc, par laquelle nous sommes parvenus & l’équation (10), donnerait également 



la suivante 

9 ; , 

U») *► 



_»■> * 



t «{Ai' - Fuv + flu* ) 



f •** 



* c{Ba'~ Dtw+Cv') ’ . 

t- .v, . 

Or, il est clair qu’on vérifiera les équations (10) et {1») «0 posant 



• "* r « t» 
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(, 3 ) 



( * 4 > ) 

/ /Jir* - Dvw+Cv‘ 

I X 



Ctt’- Exru+A «>" 



At'-Fur+Bu* 



Il suit de la formule (ti) que la valeur do x, donnée par la première des équations ( 1 5 ) , 
est entière , du moins quand a et b «ont premiers entre eux. ün doit en dire autant 
des valeur^ de y et de , z. Ajoutons que» pour obtenir toutes les solutions pos- 
sibles de l'équation (i), il suffira de recourir aux formules (10) et (n) , ou, ce qui 

revient au même , b la suivante 

... - ■' 



(»4) 



ürr*-0i>tt> + Cl* L'a* - Eœu + Aw’ A r’ - Fut + Bu f ‘ ’ 



et d’y substituer pour a, v, w tous les systèmes de valeurs entières que peuvent 
fournir ou les équations (4) ou. les équations (5). A chacun de ces systèmes corres- 
pondront des valeurs entières des trois expressions 



Bw’ -Drtr+Cr’ 



Cu'-Ewu + Aw' ,Ac'-Euv+0u’ 



(là) 

« O •>' 

. " r J • * ' 

et , si l’on divise ces valeurs entières par leur plus grand commun diviseur numérique , 
on parviendra immédiatement h l’une des solutions que comporte le problème dans le 
cas où l’on exige que les inconnues àc,y, z n 'aient pas de facteurs communs. 

Exemple. Concevons qo’il s’agisse de résoudre l’équation u 
('b! 1 1 (a:* y' -f- *’) — ) 4 (&y + x: -J-j’é) tcs. o ; / 

4 . ' 

* N 

on trouvera quelle est vérifiée par 

, ®— *» y~*. r r = 3 ; i.-- v 

" , * ' * . • ' ' ■ . / • » v -.» ■ 

et par suite les valeurs générales de x, y, z, tirées des formules (lu) , seront 



(■/V 





■ 

n 


1 




i 

* 


•• r-, ^ • 


1 


i (o>*^u*)«y4/ia>u 


7*.v 

> 


* * /«• 


p> 


[ 


‘j 




- vr • 




i (a* + o* ) + i4«p 
3 




34 



( *4* ) 

Ici quantités u, v , w étant assujetties à vérifier l’équation 

(18) u-j- au ■+• ôiv s o . 

' # • 

On aura d’ailleurs, dans le cas présent, 

'* * 

♦(a,é,c)=ç — 48, X (a,b,e) = — ta , t(o,6,c) =* »4. 

* 

On pourra donc prendre 

' * _ . 

u = — 48, e — — î » , tn = a 5 , 

ou mémo, en divisant par — < ta , 



U=s4 . 



v= i , 






et plus généralement 
(> 9 ) 



« = 44**'’ — 3» . v. .." 

/ \ , e ■ «•_ 

» — 1 + ou» — r , 

W3— i+a-^in. 

m , n , r étant des nombres entiers quelconques. 

Si l’on suppose en particulier m=i,« = i,r = *, <m trouvera 

a = S , é = * , W ~V* 3 , 

' • . . 1 

et les formules (>4) donneront 

so — 5 q , jrs=8a, *=i 55 . 

r * 7' r- 

Or, effectivement ces trois valeurs de x,y, z vérifient l’équation (i 5 ). 

w** *' » * * • . « 

Il est essentiel d’observer qu’on pourrait remplacer tes équations (19) par les formules 
(4) , qui , dans le cas présent , se réduisent !» 



(sro) 



u = sr — 5n , o — 3 m — r, 



w~n — am. 



Si l’on pose . tfaus ces dernières , m = \ , * := — 1 , r=i, on retrouvera les valeurs 
déjà obtenues pour u,if,«o, savoir, u = 5, v ~ z , wz= — 5. Ajoutons que, 
pour trouver toutes les solutions possibles de f équation ( 16 ), il suffira de recourir à la 
formule ' ’ . 
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( *43 ) 



. ' f _ aj- 3 * 

'**' n(r’+ir*) + i4e® H(®*+a*)+»4®u 1 «(*’+»• J+i4u® 



et d’y 'substituer pour u, t> , te tout les système» de valeurs entières (|ue peuvent 
fournir Ici équations (su). 

• 4 

Si la formule (i) se réduit b 

— - v * ' 

(ss) . Aas' + Bjr' + Cz'^o , x 

K * . 

s les équation» (i 5) deviendront _ t 

I V * Sl\ . 0.1 s ^ 



* fi<b' + CV * 

* *=.. — I , 



<*3) 



♦ 

? *1 



> C»’+/l B* 



rl ' 

Jv' + fru’ 



« ' 



e _ ^ *• 



i » * . 

ettiea formules (é) donneront * . „ ' 

• ■ -v 

* r * — rm ** i 

* •.■<• - --■ . - •*. * ■* „• • 

f* T,v=* 0%^1-ugfc— ém.' / + - 

... . 

On peut évidemment renaplaote le» èqoèbou» («tj^par les suivoiiic» 

. -■ * * JS- • '5' . 



V- 



* 



(a5) 



* 






> ■ t 



4#*.v ; ti >#•' „r . 



I , W-i v • * T' i>r . 



.*• ’ *• ■» • 

Si l’on tire des formuler (4) les valeurs de u, u, m pour les substituer dans les équr- 

.. / : . . » " '• • 



lion» (s3) , on trouvera 



?• y 



4 A 



a>— pim’ -f-.5n , + Cr*)*4^4iyt(v l f®m-|*3Bé« , - 



/ a> — (dm’ -{-Bn* ■+• Ur’ Jfto- 4»ÎH( 

» (a8) ] y i= ( A m’ + Ün* ^ Cr')é»^a>t{atilll»t -+• i4" + Ccr) , . 

* ‘J * w . ‘ 

f i == [Am' + B h’ 4- éî-r’Jc— o a r {Aam + Bbn + C er} . 

^ ^ \ > ‘ ' * A ' * 

' 4 pm * ■’ #. i - a ^ - i ' , V , , . VI 

S , au contraire , on substitue les formules (a3) aux formules (4) « on aura 
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( *44 ) 



x=z[A m’+Bn' + Cr'- A BCJ a- a m(Aam + Bbn + Ccr) + zBC(ni-br) , 

(»7) J jr~ [A m’+Bn’ + Cr* - ABC) b- a s (A am + Bbn + Ccr)+zC A (ar-cm) , 

( i — (Am‘+Dn’ + Cr'-ABC)c-z r (A + B hn+Ccr)±z A B (bm-an) . 

e 

Il est facile do s’assurer que les valeurs de x , y , z , données par les formules («6) ou 
(27), sont exactes; en eflet, si l'on substitue ces valeurs dans le trinôme qui constitue le 
premier membre do l’équation (aa), on trouvera, en partant des formules (a6) ,, A 
' + * . / 
(*8) Ax'+Jty? + Cz‘z=*j(A<i' + Bb' +Cc') (Am’ + Bn’ + Cr')' . , 

et en partant des formules (47) 

’ w v* « '• « 

. . - •••* * 'V 

(29) 4 x'+ By’ + Cz' = (Aa’ + £b' 4 - £•'} (Aml*\-Sn' + Cr' + ABC)\ 

' • ■: * ■< 

Donc , si a, b , c vérifient la formule 



(ôo) 



s - , . 

ds’ + ffl’+fc’c»,. 



x , y, z vérifieront l’équation (a»), 

9$ a,4«c , au lieu de vérifier l’équation (5o) , étaient choisis de manière que l’ot* 

eût » _ ‘ ’ * - 1 • . 

f . •> . ttAi \ ' -.*• 

, K désignant un nombre entier quelconque, alors. les valeurs de x , y , z déduites 
des formules ( 26 ) , satisferaient b la suivant^ 

VV. ‘e» V(«- ; • « 

( 5 *) 

■ * i*.w < vr.. • S w . 

In valeur de ’< étiùta • ’ r k * 



valeti! 

• ; 
.(33) 



«;• - f"* 

« ' * Z' ■ 

Par çpniiéqueqt elles satisferaient t Péquatidn « 



( 34 ) 



* + Cz' = K > ■ 

... _ ta 1 . il 



si Ton choisissait m ,-n , r, _de\uanièrt b téfifier la fortt^ile wV 

" 7 'à • . ta» * * 

(35)^ 4* . ' vt# 
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Donc, si l’on obtient diverses solutions do l’équation (35) , h chacune d’elles correspondra 
une nouvelle solution de l’équation (54). 

Si l’on veut parvenir il toutes les solutions possibles de l’équation (ai) , il siiflîm de 
remplacer les équations (a3) par la seule formule 



(36) 






Bw’+C r* Cu' + Aw' Av ‘ + Bu‘ 

Si , dans cette dernière , on substitue pour u , v , w leurs valeurs tirées des équations 
(4) , elle deviendra 



(37) 



Vf . 



(Am , + Bn' + Cr')a-am( L Aam+Bbn + Ccr) 

% 

_ . y 

(Am , +Bn' + Cr , )b-i n(Aam+Bbn+Ccr ) 

V * 

t 

(A m' + Bn*+’Cr‘) c~ar(À am + Bbn+C*r) ’ 

« I 

Exemple- Concevons qu’il s’agisse de résoudre l’équation 

(3fi) - • • •* 09* — -jr* ■+• Cs* =0. ' 

'v p . > *•.. ■ • 

On trouvera quelle est vérifiée par 

♦ *• » * 

at=i, y— r, e = o, 

• * • * ' ; . 

On pourra donc prendro a — b — i , c = o; «t, comme on aura d’ailleurs, dan* 
le cas présent, A = i , B = — > , la formule (07) so trouvera réduite à 



( 3 9 ) 



Cr'~- (n-tn)^ Cr* + (n -*)■ ar(n-m) 






Si l’on fait, pour abréger, ■ n—m = » , on aura simplement 

• '— * - 

» _ y _ « 

Cr 1 *- 1* Cr’ + i‘ art ’ 



m 



r et r désignant deux quantités entières choisies arbitrairement. La formule (4o) com- 
prend toutes les solutions possibles de l’équation (38), 
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( «46 ) 

Si l'on Mipposo or particulier C ■= 5o , l'équation (58) détiendra 

( 4 i) /* + 5ot* = o , 

et la formule ( 4 o) donnera 

s ,r i 

W 4 ) Sor’-s* 3er*+»* i n 



Si , pour fixer le» idée» , on prend r = i , * i , on trouvera 

* y » 

ag 3», a 



Si l’on prenait au contraire r — i , « = 1 6 , on trouverait 

» 

f 

-jo t3o ao 

ou , ce qui revient au infime , 

-7 »3 a »■ - v, 

Effectivement on satisfait à l'équation (4t) en supposant le* inconnues x,y, * res- 
pectivement proportionnelles, adit aux trois noml»re* 29 , 5s. ot 2 , soit aux trois 
quantités — 7 , t3 et a. 

Revenons maintenant aux formules (i3). Si l'on y substitue é u , v , w leurs valeurs 
tirées de» équations ( 4 ) , alors en faisant • 



% • 

(43) 4 = F{m,n,r) = Am' + Bn’ + Cr' + Di*-\-Erm + Fmn , 

* ' 

= b,c) +n'Z{a,b>c) +r*(a t h t c) 

_ - % 

= a O (m,«,r) -+- 5X(m,n,f) + c* (m.n.i*-) 

= 2 Aam -f- sRfcn -f a Crr-f f) (*r-(-ofs) -f E(em+sr) •+■ F {an + km), 

• » 

* * *t 

on trouvera 

* 

(45) X = 7= bt—nt, zz=ct — nt. 



Si Ton substituait au contraire, dans les formules (i3), les valeurs de ci, v, w tirée» 
des équations (5) , alors , en posant 
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( *47 ) 

(46) ' S=zi,ABC + DEF — AD' — BE' — CF' , 

on aurait a 

x — a (i — S) — tnt 

— [(4BC— D')(br— en)+(DE— aCF)(em—ar) + (FD— aBE)(an— 6 m)], 
y — b(t — S) — nt 

— [(DE — aCF)(br — m)+(4C/f — E')(cm— ar) + (EF—aAD)(an—bm)], 

f • , 

t = o(f — S) — rt 

— [(FD—aBE)(br — cn)+(EF—aAD)(cm—ar) + (bAB-~F')(an — fcm)]. 

« 

Il eat facile de s'assurer que les valeur» de x, y, t fourmes par les équations (46) 
ou ( 47 ) , sont exactes. En effet, si on substitue ces valeurs dans )o polynôme qui cons- 
titue le premier membre de l’équation (■) , on trouvera, en partant des formules (46) , 




«*) 



Ax' - f- B y' C i* -f- Dyz -j- Ezx •+■ F xy 

• rr \ o* - 4 - JSb’-\- Ce* -+- libo-{- Eoa + Fab) *•, 

.> * '* * 

et en partant des formules ( 47 ) , 

r 4 ’j 

. Ax' + By' + Cz’ +Dyz + Ezx + Fxy 
= (Aa' + Bb' + Ce'+Dbc + Eca + Fab)(t-brS)‘ 1 



(49) 



Donc , si a, b , c vérifient l’équation 

(5o) * 1 A à' *4- B b' -4- Ce* D bc -f- E ca -)*■ Fub = c , 

a y, z vérifieront l’équation ( 1 ). 

, » 

Si a, b, c, au lieu de vérifier l’équation ( 60 ) , étaient choisis de manière que l’on 
eût « ' * 



( 5 .) 



Aa' + Bb' + Ce' -f- Db, + Eoa + F(tb = K . 

* \ * » 



K désignant un nombre entier quelconque, alors lea. valeurs de x,y ,1 déduites 
des formules ( 36 ) satisferaient à la suivante 



( 5 .) 



Ax' +By' + Cz' + D yz -\-Esx-\- Fxy = Kt' , 
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V 



( *48 ) 

la valeur «le t étant déterminée par l’équation (44)* l’ar conséquent elles satisferaient 
à la formule 

(55) A x' + B y' + Cz' Dy: + £:i + F xy — K , 

i ’ 

si l'on choisissait m , n, r de manière à vérifier l’équation 

# 

(54) A m* -f- Bn‘ + Cr* -f- Dnr-\- Erm Fmn = i . 

Donc, si l’on obtient diverses solutions de l’équation (54) > 5 chacune d'elles corres- 
pondra une nouvelle solution de l’équation (53). 

Si l'on substituait les valeurs de u, v , w tirées des équations (4) dans la formule 
(■4), alors on trouverait 



(55) 



* y t- 

as-nt bs-nt cs-nt 



Cette dernière formule, dans laquelle m, n, r, désignent des quantités entières 
choisies arbitrairement, et *, t deux polynômes détermines par les équations (45), 
(44) > comprend toutes les solutions possibles de l'équation (i). On ne doit pas qjérne 
excepter la solution 

x = a, y —b , .:=;c, 

K 

• ,, . • . 5 « 

que l'on déduit de la formule (55), en choisissant m, n, r de manière ft vérifier 
l'équation *=£, ou 

(5G) m[*Aa-{-Fb'-\-Ec)-{-n(Fa-\-‘ïBb-{-Dc)-\-r(Fa-+-Db*b-tCc) — o. 

* 

§ 5.* Sur Ui résolution en nombres entiers de C équation homogène du 3.* degrc 
entre trois vatiablts. 

Soit donnée à résoudre en nombres entiers l’équation 

. * ■’ , « *. 

(i) A x 1 +/>/’ + Ci’ -\-Dyt' -J-Erar'-f-F *j , -\-Gty'-\-Vxt % -\-Iys*-\-ll.afyt = o , 

et supposons encore que l'on connaisse une première solution 

(») i-a, y — b. i = c. 



"t '■* 



de laquelle on veut en déduire d’autres. On aura dans ce cas , eu adoptant toujours les 
notations du § 3 , 
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N ( *49 ) 

<( 5 ). f(x,y,t) xzAx' +By*+ t Ct i + byt , +J£:x'+f l try , +£tyl + tf xi‘ + /)■*•+ Kxyt, 

** - 



tt) 



! *{x,y, s) — 3Ax' -+• iEzx -+- s /.«/ + F y* + H *' -\-Kyt , 

X (x,y, *) =3 B y’ + 2 Fxy -+- » Gyz + , 

\ M a) = bGz‘ + s Djt -J- t H îx Ex* + Gy* -f- Kxy . 



Donc , les valeurs générales de « , t) , w , pourront Cire déterminées , non-seulement 

par le» formule» . ' “ •i' -s 

• ï • * ... 

(5) , u = br — en, V — cm — ar , w — an — bm , 

• , » * • • . * 

mai» encore par le* suivantes 

I u — 'ô Aa* * Eoa-\- * I ab -f- i Fb' il c‘ ^ Kbc br'— en , 

• « ' * 

t> = 5 jB6’-|- iFab-\-%Gbc-\-Dc' , -\- I a* Kca + cm — ar , 

to = 3 Ce 1 -\-iDbe-\-aHca-\-E a' -±-Gb’^Kab-^-an— * b m. 

* * ‘ V , 

De plus, si l’on fait , pour abréger, 

k - - • * 

U =sBw i — Gv tn’ -f- Dv 'w — * Ci)*, 

P — F w* — (G a -{• Ev)w 3 {B v ^ D u)vw — 5 Cut>‘ , 

)V — lw l — ( üf «s — ■*> ) *o ’ -J- ( Z> v “b" 9 ^ v ) v «t» — — 5 C ta * v , 
l’équation ( 12 ) du § 3 deviendra 

( 7 ) (p-n [P(p’+/>f , +p’)+*'(p+ p) + «']=» . 

et , si on la divise par p — P , ou trouvera 



( 8 ) 



P — V±.\Z[V' — {7(4CF + aPP4-3{/P’)] 

p + T = t* rp 

f • • 



Pur conséquent on obtiendra de nouvelles solutions de l’équation ( 1 ) , si l’on p ut 
choisir de manière que , l’équation 

(<j) ou bv -+• cto sa o 

étant vérifiée , l’expression 

(. 0 ) E'—Vttir + *EP + 5UP’) 

s 

devienne un carré parfait. 

1 V 
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' „ ( »5o ). 

U est facil* de s’assurer que , si, dans les formules (6) , ou réduit m , » et r à 
zéro , u, v, w rempliront les conditions prescrites. C’est on eflet ce qu’on prouvera 

de la manière suivante. '• , .. . 

Posons dans l’équation (i) ' v - 



(>■) 



<r — *<** — t», . y = b > — ts , * =2fca — ■>(*•/, 



t , désignant do nouvelles variables. Celte équation, qui peut s’écrire sous 
la forme * *. s ' . 



(n) 

deviendra 

I 

( ,s j ! 



F (x,y,i) = o , 



j! F {a, b ,c) — (a,b,c) + g x ( a > b,e) y>l'(fl,4,e)] 



(> 4 ) 



— v) + st ‘[a* (*,g,y) 4 * 6 *.l (a.? >v) + c ' 1 ' (*»•/• ?)] — <*• 

Donc , si l’on prend . . 

• ' »> « 

uz=o A a* ïEca a / ab -+■ F b' -f- //c’ + K te = (a , b , c) , 

A , - - - 

f v = 5/?6*-|-a/ ï 'a6-f- 2 6’6c-fi)c ,- 4* / a 1 K c a = x(a,6,c) , 

w = 3 Ce’ + aOfcc-f-a//ca-|-i?<i , -|-C6 , + Xa6 = H'(a,6,c) , 
on aura simplement 

( a’FO.fc.e) — + + •/»] 

(15) I 

{ — t 3 F («.g. y) + **’ [«.+ («,g.y) g.y)<^ («•?./) I=° • 

On a d'ailleurs , par hypothèse, 

(16) F («, 6, fl) =o. 

> 

Cela posé, si l’on assujettit «, g, y it la condition 

(1 7 ) u* + ug + my = o , 

il est clair qu’on vérifiera la formule (|5) en prenant 

I „ , a*(=<,g. 7 ) + ?X(*,?.v) + T’*'(*.?. 7 ) 

\ • = F(*,P.v) = 1 j 

I t = o *(»,?,'/) + * x (*>£•?) + «•'•(*. g. ï) - 



(18) 
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( a5i 



D’autre part on tirera des formules (9), (11) et (17) 



(>9) 



u x + «y -f- ror = o 



Donc, les valeurs du u, v, te données par les équations (i4) vérifieront les for- 
mules (4) du § 5, [x,jr,: désignant des quantités assujetties, comme , a , b,r, 

5 l’équation (1)]. Donc l’équation (8) admettra la racine rationnelle 

S 1 1 ^ ‘ . J. ' •* 

» £/_ * > 

4 ' ’ * ” r ai-la ’ . 

V» ’• * • 

Dans le cas particulier où la formule (1) te réduit à 
(10) ‘ Ax > -f- By l -f- Oî 3 = 0 , 

' « _ . . j. 

on trouve, . 

' . . I 

(ai) u = Syfa’, _ v = 32?6’ t w — SCc’; 

, . « » • ,[•■*,* j • 1 •’ 

par suite l’équation (17) devient 5 . •: • 

■’ , • • ' . i 1. .»!..• « 

(»a) A n’z-t- Bb'P -[• Cc‘yz=o , 

et l’équation (19) se réduit & 

(s3).. A a'x -J- B b'y -j- Cc's = o. 

• m ’ ... * * 1 . :>K| 

Dans la même hypothèse, les équations (11) et (ïs) , combinées aïec la formule 

s 

(î4) Aa' + Bb' + Cc' = o, 

conduisent à l’équation 

(s5) 



. t ; < 



T + T + 7~°* 



et, en joignant celte dernière à la formule (ïô) , on en conclut 



(*6) 



«(Si* -Ce*) — b(Cc>-A« 3 ) c(Aa 3 -Db') 



n conséquence on peut supposer 
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( * 5 » ) 

x = a(Bb> — Ce') » 
V=6(Co> — 
z = c(Aa> — Bb i ) . 



Exemple. On vérifie l’équation 
(»8) cb' + S/ 3 — 4 î , = 0 , 

• .• ‘ ♦ , V 

en prenant 1 * ' • 

Xf= a = 3 , jszb — i, * = c=ï. * 

’« '» 4- , 

Cela posé, on tirera des formules (*7) une nouvelle solution, savoir 

x — ni, jr = — bçf, * = 44 .* 

* • • ^ 

De cette seconde solution on en déduirait facilement une troisième, et ainsi do suite. 

Revenons maintenant au cas général où les quantités entières B ,E , F, G, 11 , 1 , K , 
renfermées dans le premier membre de l’équation (1), conservent des valeurs différentes 
de xéro. Alors cette équation sera vérifiée par les valeurs de x,y,z Urées ou des 
formules (11), ou de la seule formule 



(* 9 ) 



as-tu bs-tp ci-ty ’ 



pourvu que, les quantités », t étant déterminées par les équations (18), « , £ , 7 

satisfassent à. l’équation 

(17) tts+fP + «'7 = o* 

Or, on vérifie cette dernière, en prenant 

( 3 o) a = o, p — w, 7 = — v. 

On pourra donc supposer . 

i a=F(o,m,-o)= ■,-».) 

(î«) 3 

( t = <* ♦ ( 0 , t» , — o)4 -tx(o,to, — t>) -1-cS (o,«), — v) ; 

. * * 
et par suite la formule (ag) donnera 
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( a 55 ) 



«F(o,œ,-u) 

- + • 

^ ^ ^ tF.(o,«>,-p)-Bi[a*(o,ro > -t) + ix(o,®,-r)+ï'J'(o,ir,-T)] 

* * 

cr(o,ir,-p)+o[«*(o<®, -v) + iX(o,n>, -ir)+c’r(o,œ, - a ) J ' 

On vérifiera encore l’équation (17) , en prenant 






(35) 


■« = — ». f = ». 


y=«. 


OU 




q # 


(«) 


« = », «, 


7 = 0 ; 


* '4, •' » ? * 

puis on tirera de la formule (29) , dans la première hypothèse , 




* • -s •' 


• t -*> . #’ ‘ V 


► 


* 


' ’ * V 


' J 


aF(-aj,o, a) + œ[a*(-ir, o,u^+/.X(- 


w, 0 ,tt) +£¥(- w, o,u)J 

*•***• x 


(55) ■ 


9 _ 

v ^ - y 


* 


X 




P 


fF (- w, 0 , u) -«(•«(- w,o,u) + 4x(- 


B', 0 ,lf) + *'t'(-*, 0 , U)] 


et, dans la seconde hypothèse. 


. 


t 


( 


* * 




, aF(p,- ti,o)-®[a<t>(r,-K, o)+4x(rj 

I , 1 


-«.oj+r^a.-ii.o)) 


(36) 

1 


y . 




AF(c,- u, o) + «[B4>(p,-u,o) + éX(r, ■ 

' » s 


-UfOj + eH'^-UjO)] 


• 


t ^ ■ k ~ rF(e,-«,o) ’ 


- 



J ajoute que les formules (35),, (36) , et toutes celles que peuvent fournir les divers 
systèmes des valeurs de 3, f,, y propres & vérifier l'équation ( 17 ) , coïncident avec la 
formule (5s) , et déterminent les mêmes systèmes de valeu» do x,y, z , toutes lés 
fois qu’elles ne reproduisent pas la solation connue te=%«, _y = 3 , * = c. C’est ce » 
que 1 on démontrera sans peine , à l’aide des considérations suivantes. 

• a * • > ■ 

Si 1 on désigne par A le plus grand commun divlicur des trois quantités u , v, uf. 
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( *54 ) 

le» valeurs générales de «, p, y propres k vérifier l'équation (17), ou, ce qqi revient 
au même, la formule 



( 57 ) 



-T- 0 + — P + -r y~° 

A A A 



seront [voye* le paragraphe] 

( 38 ). 

m, n, r désignant trois nombres entiers quelconque». On aura par-suite 



a — — r - 
A 



w w a u . t 

— n, p = — m — * — r, 7 = — * « tn, 

A r A A ' A A* 



( s 9) 

et l’on en conclura 



67-fp fa-ûy a$-b a am + bn + cr 

U v w A 



(4o) (flffl + ^ + cr )» — 6n4-cr). 

' / s : "• - • «•' 

tiela posé, le» valeurs de x,y,z déterminées par le» formules (it) deviendront 





/ f «' 

/ x — a a — t — 
1 \ 0 < 




(40 


1 y=b[*-tl 


\ t •* am + bn+cr 

— U> , 

f a A 


- 


1 a 
1 î — c [s t — 

\ » \ . « 


\ t am + bn+cr 

*4- v • 

f a A 






* 


Si l’on 


fait, pour abréger. 




(4*1 


^ a 
a 


am + br+er 

» r * — M ^ 

ûA 


on aura 


simplement 


i 


(43) 


x ‘. — aS, y — 


b S — w T , z = cS v T , 



O11 prouverait do même que la formule (29} peut être réduite k 

' • ' * 



». / 

'X 



' * ' aS. ~ bS-mT ~ cS + vt " 

Or, comme les valeurs de *,y,î tirées dot formules ( 43 ) ou ( 44 ) doivent satisfaire 
à l'équation (1) ou (12), on aura nécessairement 
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( 45 ) 



-mt 

F (aS, ItS — to F, cS 



- 



D'ailleurs , si l’on développe le premier membre de la format» (/|5) suivant les puis- 
sances ascendantes de T, on en conclura 

• r .r : :■# . • _• 

5 3 F(a,A,c)-)-.S*7’[u'X(<J,6,e) — tH (*, b,c) ] 

+ 5r*[a-I>(o,ti> f — v)-f-6\(o,u>,— v) -f-c'»' (o,w,— »))— JT J F(o, «»,—») =o; 



(46) 



et , puisqu'on vertu de9 équations 

F(a,b,c) = o, v = X(a,b,c), w — * (tl . b,c) , 
les coefficients de S 3 et de S'T s'évanouissent d’eux-mémes dans la formule (/|6) , 
on en tirera 

(47) T — o, 

ou • •• , 

,, 8) J I 

' F(o,œ,-i>) aS'(o,Bi l -a)+éX(o,it> I -r)+c't'(o,nî,-«') 

• ■ ' • . ‘ ■' ■ * 

L’équation (47) réduit la formtile (44) b -, *•’ ...... 

(49) 



x_ y_ __ t 

a b ~ ’ 



et reproduit la solution connue x — a,y — b, i = e, avec celles que l'on -en tire 
lorsqu’on fait croître x,y,z dans le même rapport. Quant h l'équation (48), elle 
réduit évidemment la formule (44) b l’équutiou (5a). 

On pourrait démontrer directement la coïncidence' des formules (5 î), (35) et (36). 
On a en effet 

a’F ( — W, a, u) = F ( — aw.o, au) r= F ( — aw, — b w -f- biv, — cw — bv) ; 
puis, on eu conclut, en développant la fonction 

F( — aw, — hw bw, — cw — 6t') 

de la même manière qu’on a développé le premier membre de la formule (45) , 

/ a J F( — w, o, u) t 3 F(o,a>, — ti) 

(5o) 

( — 6’in[a* (o,iu, — v) + 5x(o,m, — 1 >) 4-ct'(o,», — t’)]. 
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On établirait avec la même facilité, non-seulement l’équation 



fit) 



n’F^, — - o) =c 5 F(o,n>, — *) 



* 4- e*«i[at*(o,«e, — «) +l>\(»,w, — v) 4-cT(o,«, — f)], 

mai» encore quatre autres équations de même espèce comprises dans la formule 

» « * 

« * 

f * F ( - 6 3 F (r , - u 9 o) a 3 F(n,-«,o)-c*F(o,f/,-tt) 6 3 F(o,tr,“r)-<i 3 F(-i:,o,u) 

b % c*u a* b'w 



(S»)< 



— — -[a^o,», — 4 . fcx(o,tr, — v) + et(o,ir, — * »)] 

= ~ [aéÇ — ®,o,«) 4-éX(— i w,o,u)+cT( — ®,o,«)J 
| • 

= — — [«■*• [v, — U,o)+iX(tl,— U,o) 4“ C’*' ( — e.u.o)]. 



Qr, il résulte évidemment de celle dernière que les équations (Sa), (55), (56) coïn- 
cident entre elles, et que chacune d’elles peut être remplacée par la attirante 



(55) 



UT b'y r* 1 



F(o,®,-r) Ff-itjO.u) V(t,-u*a) 

Donc, si les quantités a, b, c vérifient l’équation homogène et du troisième degré. 



F(«,6,«) = o, 

(ié) u = $(a,é,e), u = X(a,6,c), ir = T (a, b, c) , 



(. 6 ) 

alors, en prenant 



on aura encore 

( 54 ) 



p. j F(o,ir, -r) F(-ro,o,tt) F(r, -u,o) ^ 

! a’ * 6* ’ e* 



Si l'on supposait I) = o, E = 0 , F = 0 . G=o, tf=o, / = o, c’est-à-dire en 
d’autres termes , si l’équation proposée était 

(55) Ax l 4- B y* + Ct z 4 - Kxyt = o , 

ou trouverait 
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( »*7 ) 

(56) t> ?= 32?6’ ■+■ K ca , ® ~ 56'c’ ■+■ K a h , 

* F(o, w , — Cv' — a'(i~,ABC + K i )(Bb> — Cr.‘) , 
(. 17 ) F( — « ',o,u) — C ti* — An> 1 = b i {vjABC -f- À’) [C e i — An 3 ) , 

F(t>, — u,o) — Av*—-B* i — e t {*iABC-\-K l )(Aa i —-Bb l ) , 
et par suite la formule (53) donnerait 

a(B4 5 -Cr») ~ b(Cc'-A« 3 ) 33 c(Ae 3 -Bb 3 ) ’ 

comme dans le cas particulier où l'on supposait Â r = o . 

Exemple. On vérifie l’équation 

( 69 ) x' + a^ + bt'—dxjn , 

en prenant 

x — a — 1 , 7=4=1, t=e=ü 

et, en parlant de cette première solution, on tire de la formule (38) 



— 1 a - 1 

1; * "'-*0 |Mr ’l < > * ■ , 

On peut donc prendre pour seconde solution 
On a effectivement 

— 1.-+- s . a J — 3 = 1» = 6. a . 

En partant de la seconde solution , on trouvera 

. s 

— =-£■ = — 

->» -4 < »? ‘ 

On pourra donc prendre pour troisième solution 

x = — 19, / = — 4, 5=17. 

On a effectivement 

— ig J — 8 . 4 * + 3 . 17* = 770» = 6. 19. 4 - >7 • 

Kn partant de la troisième solution, on en trouvera facilement une quatrième, savoir, 

x — *82475, J — — 8639» , s = — ii44*7> 

36 



et ainsi de suite. 



Digitized by Google 



( «8 ) 

Euler a remarqué que l’équation 

(60) *>+>- , = ( o 1 + 6 j ) ï 5 . 

Ji laquelle on satisfait en prenant 

x ~a , y — b , * = t , 

se trouve également vérifiée quand on suppose 

(61) x — a (<i J -+■ y 6* ) , jr = — b (b 3 -J- a «’) , irr=a* — 6 5 . 

Pour tirer ces valeurs de x,y, s. de la formule (58), il suffit de réduire l'cquation 
(55) à l'équation (6o) , en posant 

A= i. B— i, C — — (n J 4- 6 J ) , K = o. 

♦ 

Alors en effet la formule (58) devient 

,, , * _ y *■ 

' «(« 5 +a4 5 ) — -A(4»+aa 3 ) ~ a'-b> ’ 

et l’on satisfait à celte dernière pour les valeurs dont il s’agit. 

Lorsqu’on suivant la méthode ci-dessus exposée , on a déduit d’une solution connue 
de l’équation (t) d’autres solutions différentes de la première, on peut en découvrir 
de nouvelles , 5 l’aide des considérations que nous allons présenter. 

Soient 

X — a, y rr= b , t — c i 

et 

* = «, y = ?, *=t, 

deux solutions distinctes de l’équation (t) ou (ta.) Pour trouver une troisième solution, 
il suffira de fixer les valeurs do x,y, 3 par le moyen de la formule (19) , et d’assu- 
jettir les quantités a, t 5 vérifier In formule (t5) , que les deux équations 

F(a,6,c) = o, F(a,p,7) = o 

réduisent simplement 5 

[a* (a,b,c) px (a,b,c) + •/'* ( a,b,e)~\t 

(C>5) «( 

— [««■ («.P. y) + <>* («. P. y) + c* (*. P> v)1 ‘ 

Or on satisfait 5 cette dernière , 1 .* en prenant 



a = o , 



■ 0 ; 



s,* en supposant 
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' fl4»(a,p,7) + 6X(a,?,7)+cr(a,p,7) a*(a,é,r ) + pX (a,6,c)+yV(a,6,r) * 

Les deux premières suppositions reproduisent les solutions connues. Mais la dernière 
fournit des solutions nouvelles comprises dans la formule 

x 

a[a*(a,p,y) + èX(a,p,y) + r't'(*,P,v)]-a[«4'(o 1 é,<-)+|3X(a,é,r) + v’r(o,*,r)] 

y 

*[« * («» P»7 ) + * X (a, p, y) + cV (a, p, y) ] -p[«* (a, b,c) + p X (a, é,f) + y V(a,b, e)] 

r[at(a,fl, 7 ) + èX(«,?,v) + r'r(«,^.V)-v[a*(a I 4,r) + p\(«,t I c)+ 7 <t(<i,è,r)] ' 

Dans le cas particulier où les quantités 2 ) , E , F , G , H , / s'évanouissent , la formule 
(G5) se réduit è 




ce 

5BI’p{ap~xb) + 3Cry (ay-ac) + K («’ jsy- x^bc) 

' y 

ZCc-/[by-f>c') + Zjax[bx-pa) + K (4’yi - p’r») 

t 

3 A ax(cx-ya) + 3 Bbfi(cp-yb) + K(c’ ap- y’ ab) 

Si l’on applique cette dernière è In résolution de l’équation (09) , en partant de deux 
solutions déjà indiquées, «avoir 

x = a=i, j= 4 =i, s = c=i, 

et , • 

æ = « = — 19, jr=p = — 4 . 1 = 7=17. 

on trouvera 




x y 1 

a 1 3 71 

Par conséquent on résoudra encore l'équation (59) en prenaut 
a> = i 43 , 7 = 1 1 5 , ï = 7i. 

On a effectivement 

i43 3 *+• 1 >3 3 -H 5. 71 5 = 6883734 = 0. 71.1 1 3. i45 . 

Il importe de remarquer que , si la solution 



/ 
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coïncidait arec la première de celles que l’on déduit par l'autre méthode de In solution 
primitive 

x — a , y— b, s — e, 

la formule ( 65 ) reproduirait cette même solution primitive, et non point une solution 
nouvelle. 



Kn terminant ce paragraphe, nous ferons observer que, si les quantité* a, b, e 
cessaient de vérifier l’équation ( s 6) , alors, en supposant toujours les quantités u,v,u 
déterminées par les formules (>4), et les quantités x, y, s par les formules (11) . 
(18) et ( 58 ), on trouverait 

(•>7) F (x,j, î) — s’Ffn. é.c) , 

ou , en d’autres termes , 

(68) F (x,y, t) — F(«, b, e) . [F («, 6 , y)] 3 , 



et par conséquent 

(69) V(x,y,z)=V(a,b,e) j F (-^ 



am-ur 

I 



«n-tm | | 1 



C.ela posé, il est clair que, si Ton parvient h découvrir divers systèmes de valeurs de 
tu, n , r propres Ji vérifier l'équation du troisième degré 



(;°) 




tem-ur 

a 




cliicuu de ces systèmes fournira une solution correspondante de l’équation «. 



(70 



F(tf,j,î) = F((i,6,e). 



Dans un autre article nous montrerons le parti qu’on peut tirer des formules sem- 
blables b lu formule (39) , pour résoudre en nombres entiers des équations homogènes 
entre plusieurs variables x,y, *,«.« quel que soit le nombre de ces même» variables. 
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APPLICATION DU CALCUL DES RÉSIDUS 



A L'INTÉGRATION DE QUELQUE ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 



LINÉAIRES ET A COEFFICIENTS. VARIABLES. 



Proposons-nous d'abord d’intégrer l'équation différentielle 

fO rf<J> I ■*’ | *' . «— ■ .■> ». ‘ 1 

dx' Ax+B dx’-' (Ax+B)' dx’~' (Ax+B)"-' dx~' (Ax+B)" 

dans laquelle; A, B, ci, , a,'... ci,_ . a „ désignent ejes quantités constantes; el fai- 
sons. pour abréger. 

' ' ” * f 

(a) F (r) — A’r (r- l)... (r-n+i)+a, /i"~' r (r- i) ... (r-n + s) +«»*.. + a„_, //r+«„. 



Il osl.clair epir , pour satisfaire b l’équation (j) , il suffira de prendre 

’ * - r ? ( r ) * (Ax+B)" 

() * > ((F(rj)j 

* ‘ 

f(r) désignant une fonction arbitraire de r .qui ne devienne pas infinie-pour des 
valeurs de r propres à vérifier la formule 



( 4 ) 



F(r) = o. . 



* * 



Effectivement , si l’on substitue la valeur précédente de y dans le premier membre 
de l’équation (i) , ce premier- membre se trouvera réduit II 



(•>) 



f F (r)-?(r). (Ax+B)"-’ 

<Ç F(r) )) 7 - 






D'ailleurs, les valeurs de y(i») ( f'(r) , etc qui? correspondent aux diverses ra- 

cines égales ou inégales de l’équation (4) • pouvant être choisies arbitrairement, il est 
aisé de reconnaître que la valeur de y, fournie par l’équation (3) , renfermera un 
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( *6* ) 

nombre n de constantes arbitraires. Donc , l’équation (3) sera l'intégrale générale do 
l’équation (l) . 

Considérons maintenant l’équation différentielle 

((il d ' f I | “■ d—'r ■ «— ■ <r . a.. 

‘ Ax+B<lx"-'~*~ (Ax+B)' dx'-' (afi+B)"— dx (Ax+B)"? W ’ 



On posera 

(7) 



)' H r,x).{4x+BY 
U ((*'('■))) 



Pour que les dérivées de cette dérnière valeur de y , depuis la dérivée du premier 
ordre jusqu’il celle de l’ordre n — 1 , couservcnt la forme qu’elles prendraient si l’on 
remplaçait $ ( rfx) par Ÿ ( v) . il suflira d’admettre que l’on a , pour toute* le» va- 
leur» entière* de tn inférieures il n — i , 






(Ax+B\ 



r(r-i;...()--wv>) 
dx (( f ( r ) )) 



Ajoutons que , si cotte condition est remplie, on tirera de l’équation (G) , eu y substi- 
tuant la valeur de y donnée par la formule (7) , 

« sr - 1 -*»>• •* ■ 

* 

• 4 
Toute la question se réduit donc il déterminer ta fonction ^(r,x) de manière qu’elle 
vérifie lot équations (8) et (9). Or, comme on aura généralement [en vert y de la for- 
mule ( 65 ) de la page ï 3 ] . et en prenant m < n — 1 , * 



(10) 



("J 



f r(r-il..,(r-m + Q 
*■" ((Fjr) )) ~° 

s* )' r(r-i)...(r-n+a) _ 

L POT ■ 



il est clair que les conditions (8) et (9) seront remplies , si l’on suppose 



(n) 







ou . ce qui revient au même . 



( »û 5 ) 



(iî) 



i(r,x)^A J' 



(As + B)'-»— f(s)dz -+-?(*•) , 



x 0 désignant une râleur particulière de x, c» y ( r) une fonction arbitraire de r. 
l’ar suite, l'équation (7) donnera 



(< 4 ) 



r f(r).(Ax+By r 

C(F(r) )) + C ((F(r))) 



Cette dernière formule e»t précisément l’intégrale générale de l’équation (i). 
Exempte. Si l’équation (6) se réduit à 



(* 5 ) 

on trourera 



d'y. 






dx % x + 1 dx (jc+i) 



F(r) = rCr-tr~'’+l = (r-.)-,f * 



.. b 



et la formule (i4) donnera 

* 

(.6) 



»• 

* c .3 



6) f ■ f 

’ 3 ~ c (({<-«)*)) + . . . (((r-*)’)) * .. •' . 

•% ^ k a al 

• * • „ ■& « » • * 

=(*+*)! t'w+ ? («) k* +.» î+ r KtSJ'/w*!-'** * 

j. J* ' »•'/». . 

v .' ■ 

Donc , eu désignant par 0,0' les constante» arbitraires ï(i), r'Ju) , on aura 



(•7). y=> 



*{*+•») G+G*(* + «)+ 1 (t+t)'^*^ î | ’ r* ' • 

» * r ‘ J \e. ' J. 

. ’ * r ' t * » • • - T - 1 

Il est bon d’obserrer que, pour transformer les équations (1) et (6) en équation* dif- 0 * 

féreoticlles linéaires à coefficients constants il suffit d’effectuer nn changement de ra- J 
riable indépendante , et do poser r •< .. c « ,* • ' 



(18) '•** 0 

r v . j • 

. ’ > O •- 

Sir l’on transforme ainsi l’éqnstion (i 4 ) , en prenant * 



- ** ' 
. » » 






’ * * , > 
î * ‘ ^ 

» • t 

r • » •. w 

* 

** ' .. • *. ' - 4 . 

*■ Digitiÿ^by Google 



1 



1 



( *«4 ) 

(|Ç>) *+»=«'• 

celle équation devieudra 

(,o) ÿr — 

et son intégrale générale, donnée par la formule (» 4 ) de la page 204 , sera 

/s =«'(£'+CO+ f (« — — i)da , # 



(»>) 



t. désignant une valeur particulière de t. et J une vnriablc auxiliaire. Si maintenant 
ou a égard ù la formule (19),' et si l’on substitue i< la variable a une autre va- 
riable i déterminée en fonction de s par I équation ■ 



•t 

t*-') 



« * * * 

la valeur précédciitc de y se réduira évidemment à celle que présente la formule ! i 7 } • 



' .2 






, * 4 : . • 



• ; /* 



»*■ ». V 



«• %• 

f . i 

v.. • 



> - 
\ 



* • . ; 

♦ ‘ u 



^ r < r 
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DEMONSTRATION 

v - ' ’ ■ , .< 

* > . * i 

DU THÉORÈME GÉNÉRAL DE FERMAT 

* • % « . ’ r 

SUR LES NOMBRES POLYGONES. 

( Extrait des Mémoires de C Institut,) 



9 " 





•y ; . . ' * EXPOSITION. 

'•■v V. * ' 

T.o théorème dont il s'afrk consi-te e» Ifcquc fout nombre entier peut dire fofl(é.pm > 
l'addition do (rois triangulaires . de quatre quanés , de cinq pentagone* . de six hèijiA& , 
cl ainsi de suite. Les deux premières partie» de ce théorème . .-avoir . que tout nombre 

entier est la somme de trois triangulaire» et de quatre qtftrré* , sont le» seules qui aient 
été démontrées jusqu’à présent, ainsi qu’on peut le voir dans la Théorie des nombres de 
M. Legendre, et dans l’onvrage de M. Gauss, qui a pour titre : DisquisUio/UJtarithmr 
ticjK, J’établis, dans ce Mémoire, In démonstration de toutes les antres, et je l'ai - voir, 
eu outre, quel la décomposition d’un nombre'entieren cinq pentagone» six lioxagoétes , 
sept heptagones, etc. , peut toujours être effectuée de manière que les divers rmrAbréV. 
polygone» en question, à l’exception de quatre ,'soirntvgruix à zéro, ou à l’iinilé. Off 
peut donc énoncer en général le théorème suivant. 



m 



Tout nombre entier est égal à la somme de quatre pentagones . ou à uné semblable 
somme augmentée d'une unité; il la somme de quatre hexagones, ou h une semblable , 
sonme augmentée d’une ou tle deux, unités, A la somme fie quatre heptagones . ou ù * 



une semblable somme augmentée dune , de deux ou de trois imités ; et ainsi de suite. ■ . * 

. . t * s » ' * ' 

L'i démonstration de ce théorème est fondée sur la solution du problème suivant. , ’ 1 

Décomposer un nombre, entier donné en quatre quarrés tient les racines fassent une * . s « 
somme donnée.' » - J ' -•* r w 

> • F . 4 • } 

Je réduis ce dernier problème à la décomposition d’un nombre entier donné en troi* ‘ . 
quarrés, en faisant voir que, si un nombre entier est décomposabie en quatre quarrés . * j. . 

r * J ‘ “ » 5^ * 



> 
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’r 

» 



r 



\ .'i 

c 



'*■'•*- T. -. * &£-' 7 " »..■**’ *> 

■ f . ( M g6 y ' ;*vi y • 

ijnnl le» racine* fassent une somme donnée . le qumftopto de ce mcuie nombre r-l 
décomposaLle en quatre quarrés dont l'un u pour racine In somme dont il s’ngil. Il 
aisé d'en conclure que le problème proposé ne peut être résolu que dans le. cas ou U 
quarré de la somme est inférieur au quadruple de l'entier que l'un considère . cl où U 
diiftrcnce de ces deux nombres c»t décomposnble en trois quarrés ; ce qui a lieu exclu- 
sivement . lorsque celle différence , divisée par la plus liaulu puissance de 4 qui s’y trouve 
cuutenuo, n’csl pas un nombre impair donl la division pur 8 donne 7 pour reste. Si aux 
deux condition précédentes «n ajoute cullo que le nombre entier cl la somme donner 
soient de même espèce» c’est-è-dire tous deux pairs, ou tous deux impairs . on aura 
trois conditions qui devront être remplies , pour qu'on puisse résoudre le problème dont 
il s’agit. Mais on ne doit pas en conclure, que la solution soit possible Imites les fois 
qu’ou pourra satisfaire à ces mêmes conditions. Pour qu’on soit assuré d'obtenir une 
solution , il faut en outre . cl il suffit , que la somme dounée soit supérieure , ou égale . 
0.1 inférieure au plus d’une imité ii une certaine limite dont le quarré augmenté de 7 
équivaut nu triple du nombre donné. * , 

fcu appliquant cos principes aux nombres impairs, ou impnircmenl pairs, ou recon- 
ii.ui facilement que tout nombre entier iiqpair.oii divisible une foi* seulement par y . 
peut être décomposé en quatre quarrés , dont les racines fussent mie somme donnée . 
tonies Je» fois que celle somme est un nombre de même espèce compris entre deux 
limites dont 1rs quarrés sont respectivement le triple et le qondruple du nombre donné. 

kt 

On démontre avec la même facilité que tout nombre entier, quel qu’il soit , peut être 
décompté nn quatre quarrés , de manière que la somme des racines soit comprise entre 
les deux limites qu’on vient d’éuoncur. On doit seulement excepter , parmi les nombres 
impairs, les suivants ji> 

' i, 5,9’, n,^ 7 \ >9, 39 • 4 >; 

'et parmi les nombres pairs tou ceux qui , divisés par une puissance impaire de 2 , 
donnent pour quotient un des nembro» premiers 



V*\ 



7 



1 1 » 



\ « 



5 t * il* - 1 ' % 4 . -4- . - 

A l’aide de ces propositions et de quelques autres semblables , on parvient sms peine , 

* non-seulement à prouver que tout nombre entier est décomposaLle eu cinq pcnlagones, 
- six ltmagoncs, etc....; mais encore à effectuer celte décomposition de telle sorte que 
• les nombres composants soient tous, b l’exception de quatre, égaux à xéro ou b l'uqjté. 



v ? \ 

« 

# t . / '• * 
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Si l’on désigne par tu. et t deux nombres entiers quelconques, le terme général 
des nombres polygones de l’ordre m + u sera , comme l’on sait , 



(0 



\ a I . 



Si dans cette formule on fait successivement «s — a . m = 5 , etc... . on ollliendra 
1 rs termes gé-néraux des nombres triangulaires, quartés, pentagones, hexagones, etc., 

. « t .* » 

qui seront respectivement 
l’+l 



I*. 



rv 5 '- 1 ) 

i .4 



«I* t, ftc. 



k Üe plus on doit remarquer que |ea deux plus petites voleurs de l;i Jpnnulo (1) cor- 
respondantes àr 4 1*:= o, l “ i * sont , pour toutes les valeurs possibles de m . o cl .1 • 
eu sorte que zéro et l’uuilé font partie de chaque fuite de nombres polygones. Céda 
posé , je vais démontrer , relativement h ces mêmes nombres le théorème général de 
Fermai. Comme la chose est déjà faite pour les nombres triangulaires et les quarrés , il 
suffira de prouver le théorème à l’égard des autres nombres polygones. On yj>arvient 
à l’aide de quelques proposition» subsidiaires- que je vais commencer par établir. 

■* . , 

Tiiloh£me l Soit a un nombre entier quelconque , et 4 * ^ a J^tie haute puis- 
sance de 4 qui puisse diviser a: pour que l'on puisse résoudre en nomfoes entiers 

T, y, z , C équation 

, ^ 

; * t * *■** ^ ^ * 

«7 sera nécessaire, et il suffira que te qujtiqnt — ncsoit pas de ta forme + 7 . 

* - - •» v • 

Ûémmsstration. Cln sait en effet que l’équation (.1) peut être résolue toutes Iss fuis 
qtiç a est de l’une des formes 4 n + 1 > 4* ■+■ a » b» A - 3 »’ *1 quelle ne peut 
l’être , lorsque a est de la forme 8*1 + 7. De pins* si a est divisible par 4 . 
x,j,S seront nécessairement pairs; el si ion fcit en conséquence npir • 
y = s j<-, îr=2î' , l’équation (.1) deviendra 

■ • >i r v‘e* . 

a T e: . ... , * ^ 

-r =.*" +*.'* + *'• ■ 

. *» • ’ « 

. . » • . ; * • . 1 . ■ 

Si a est divisible deux foU par 4 » ®-, y', z ' , dans I équation précédente . seront 
nécessairement pairs; et par suite r\ y, z seropl divisibles deux fois par 2. Kn général. 
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si i« «st divisible par 4 *» x, jf , - devront être divisibles par a*; et si l'oii lait 
en conséquence 

at = a’;o ( , j = ; = , 



l'équation (i) deviendra 

(«) 



Tï— X ;+y; + *,*• 
4 



Si dono - - n’est plus divisible par 4 . on pourra toujours résoudre l’équation (s) , 

et par suite l’équation (i); b moins toutefois que ne soit de In forme 8 n -f- 7 ; 

auquel cas les doux équations dont il s'agit deviendraient insolubles. 

Corollaire l.“ On déduit facilement du théorème précédent une condition b laquelle 
doivent salisfairo deux nombres donnés k et s , pour que l'on puisse décomposer le 
premier de ce» deux nombres , k, en quatre quarrés dont les racines fassent une 
«mime égale i> s. Eu effet , supposons que l’on parvienne b résoudre simultanément 
on nombres entiers les deux équations 



r 

( 5 ) 



I S — t H V -+* U* • 



On aura évidemment 

■ * / 

4A = (< + tt + ,, 4'“')' + ( < + u- i -f — »)’+ (f— ■« -t-v — »)’ + (* — u — o-j-'W)’*- 

* 

et par suite 

* " è , 

* u * . , 

(4) 4 * — + « — « + «')’ + (* — tt+® — + ( l — “ — » + 

■’ ’ . » s . • 

* 

On pourra donc alors décomposer 4 k — s’ en trois quarrés , et en conséquence 
4 k — s* ne pourra être de la féline - . - • 

. . V • ' • 4*(8n + ;). 

• . ’ ' • >_,’*■ 

De plus , le# deux nombres À et s devant toujours être de mémo espèce , c’est-à- 
dire tous deux pairs, ou tous deux impairs; si k est un nombre pair, 4 A — >' 
sera divisible par 4 < et l’équation (4) no pourra subsister , à moins que fcs trois 
nombres I + u — 11 — i» , t — u - f- 0 — w , t — u — v + tu ne soient divisibles 
par a. Dans la même, hypothèse , celte équation deviendra 
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«I par suite 



:- ■ ‘-(i-)V- • • :• 



l iant décomposable en trois qnarré, , ne pourra être de la forme 

4 *( 8 « + 7 )‘. 

à ' 

' • I 

Kti résumant ce qu’on vient de dire , on obtiendra les propositions suivantes : 

Si k est un nombre entier décomposable en quatre quarres dont le* racines fassent 
une somme égale à s , 4 k pourra être décomposé en quatre quarres dont l'un soit s \ 

Si k est un nombre pair décomposable en quatre quarrés dont les racines fassent 
une somme égale à * , il sera également décomposable en quatre quarrés dont l'un 



soit (i .y 



M 



Dans tous les cas possibles, la valeur de !\ k — s‘ sera positive , cl ne pourra titre 
de la forme 4*(8 n + / ) . 

Ainsi, pour que le nombre k puisse être décomposé en quatre quarrés dont Jes 
racines fassent une somme égale b s, il est nécessaire que s soit un nombre jle 
même espèce que k, inférieur h \/\k, et ne soit pas de la forme > 

4 * (8» 4 - 7). 

Lorsque s satisfait aux trois conditions précédentes, on ne doit pas toujours en 
conclure que la décomposition soit possible. Elle lç sera eu effet , si la valeur de s 
satisfait encore b une quatrième condition, celle de surpasser • j/ 3 k , ou meute 
\/(bk — 3) — 1 , comme ou lo verra ci-après [théorèmes }.*çt 4.*]. 

2.* Tfli:oi\K)iK. St les trois nombres x,y,z satisfont à f équation 



■f 

W ■* 



(1) - a — x'+jr' 4- î*, 

• » ■' , , • •’ 

la somme de ces trois nombres sera nécessairement comprise entre Ics limite* 

f/u» * \/3ti, ", . 

r • .... 

. * ’ * * . * 

Démonstration. En effet, on a évidemment 
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(* + y + ~)’ — «’ 4* + 4x^- + sx- 4" *7* >x’4-7’4' î ’ == <* » 

(a> 4- y 4- s)* < (* +jr 4- i)* 4- (® —7)’ + (* — î)’ 4- (7 — *)• = 5a ; 

* * , 

d’où l’on conclut en extrayant les racines qu.irrée* 

i474*> V* : . ‘ 



x 4*7 4" 1 < v ' Sa - ■ 

Corollaire 1 .“ Il est bon d’observer que , dans le théoréiuc précédent , .les signes 
< et > n’excluent pas l’égalité. En elTct , x 4*7 4-* devient égal il yV, lors- 
qu’on suppose y = o, î = o: et à j/î n , lorsque xa=^r = *. En général, 

si la somme de n (pur rés différents est égale à a , la somme des racines sera coin - 
prise entre \/â et j/nn. Cette dernière somme atteindra la limite inférieure \/â , 
si toutes les racines sont nulles, à l’exception d’une seule; et la limite supérieure yVn”. 
si toutes les racines sont égales entre elles. C’est ce qu'il est facile de démontrer, soit 
par la méthode qu’on vient d'employer, soit par la théorie des ntaxima des fonctions 
de plusieurs variables. *■ 

* • " - - 

5.* Théorème. JSoit le un nombre pair pris à volonté , et s un autre nombre 
pair compris entre Us limites 

t/sl — i , yV : , 

On pourra toujours résoudre simultanément en nombres entiers les deux ét/uations 

k = t * 4- “* + f ’ + iv* , 

i = t 4“ + v 4-<v ; 



(») - 

t* 

• * , « , 

à moins que 



ne soit de Ut forme 



•’v MHV - 

a I * 

t . • a 

» I* 

• ■» -■ " 4‘(8« 4* 7) , 

» • „• , • 

V / I \ s. * . ^ 

Démonstration. En effet, si k — sj n’est pas de la forme 4*(8 n]4“ 7j , c 
pourra toujours [voyez le théorème i.“] résoudre en nombres entiers l’équation 



(*) 



/ I \ ■ A ’- - * 

k — f — a J :=*’ 
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pourvu que l’on ait k < * j * > ' OD • ’< V'* 7 • Si de P to * * 1551 *“P érieur à 

^/(5 k — a ) — i . 

on aura réciproquement _ 

Ik < a’ -f as + 5/ 

D’ailleurs , en vertu du théorème précédent, on tire de l’équation (a) 
x +7 + *< 

Donc à fortiori 

(3) *+;r + î < (/(*• + *» + 5— ^ 

4 ‘ . > . » * * * . . * ; - < m 

De plus, ü étant un nombre pair, il suit évidemment de l’équation (*) que les 
huit nombres entiers compris dans la formule 

* _ 

— s ± a: dty ± î , 

» , 

h raison des doubles signes , sont également pairs ; ou , ce qui rovient au même , que les 
huit uombres compris dans la formule 



sont des nombres entiers. Mais , en vertu de la condijjon (5) , le plus petit de ce» 
nombres , savoir : 



— i — x — y — t 
s ¥ 



doit être supérieur à — t , c'est-à-dire "hui ou positif. Les huit nombres entiers dont 
ih s'agit seront donc tous nuis ou positifs. Cela posé, il est facilo de voir qu’on satis- 
fera en même temps aux deux équations (i) , en attribuant à t, u, v, w les valeurs 
. positives que fournissent l’un et l’autre des deux systèmes d’équations 



— i-x-y-t — S-»+y+t _ »+a»-jr+t m -4±X+y-z 

t—— , U= — , V — ■ tv — ■ 



14 ) 






•Ls+H-jr+s -ïs+i V-y-t -4~x+y-z ‘ . -4-x-yj-z j 



a * 



-, u = - 



-, H: 



, *»■ 
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ou , co qui revient au même , l'un et l'antre des systèmes suivants 



( 5 ) 



-*-«r -y-i 

l — < , «sl-fy+ï.'VFl+ï + î, W = » -}** +/. 



— s+jr+jr+t 

t=- , u = t — v — : , v—t — x — i, w — t — x — y. 



Corollaire l." Lorsque 



'-(t 1 )' 



est <ie la forme 4 ‘‘( 8 n + 7 )» l’équation (s) ne peut être résolue en nombres en- 
tiers. Mais alors il devient impossible de résoudre simultanément les équations (i), 

aio-i qu’on l’a prouvé ci-dessus [théorème i,**, corollaire ».**]. 

\ • 

Corollaire a.* Lorsque h est un nombre iinpaireraent pair , c'est-à-dire de la forme 

v • « 

4 n + o . 

la quantité k — * a j est nécessairement dç l’une dos termes 

i , 

4* + •• • 4« + ü 

>■* * , 

savoir: de la forme si — s est un nombre impair, et de la forme 

[«-(-«, dans le cas contraire. On peut donc toujours alors résoudre les équations 
(i), pourvu que s soit un nombre pair compris entre les limites 

V/(5A — a) — î, t/4 ï. 

. K.rempte. Soit k = 5o ; on trouvera 

t/(5A — a) — t — t/sV — i < 9 , t/4'i = l/jïü > io ; 

. ; t • i 

et par suite on pourra supposer » == io . Pour déterminer les valeurs correspondantes 
de « , h , v , w , j’observe quo 

k — — 5o — aâ = 5 — i’ + o. 

On aura donc, dans le cas présent, 
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• . . . » ■* 

jr3î , y zi 1 , r — O. 

^ • ’ * . • 

Cela posé , 'les quatre premières équations (5) donneront 
« * 



t = 1 , !! = *., V = D , 

« *. 1 

•1 



w = 4 • # 

• « • 

On peut aisément vérifier ces valeurs. On trouve en effet 

• . ' * * 

. # i , -fï , + 5 , 4-*4* = 3o, 

.1 -4-9 + 3 + 4 = 10. 

• . « » 

* ' • ‘ ( 

On doit observer que , dans le cas présent , les quatre dernières équations (.">) four- 
niront pour les variables t, u,.v, w, les mêmes valeurs prises dans un opdrtrin- 

. * l'" ? 

verse, savoir, 

. «* -J,», * 

t — U, u = 3, r^î , w — 1 . » 

• . . « - 

Cette circonstance a évidemment lieu toutes les fois que » = o . ainsi qu'on peut 
s’en convaincre par la seule inspection des équations (4). 

4-’ TnfiORKHE. Soit 4- un nombre impair pris à votonU , et i un autre nombre 
impair compris entre Us limites 

. \/7>k—i — 1, . 

* . * * -• 

'On pourra toujours résoudre, simultanément en nombres entiers U* deux équations 



(0 



i .4 ~t’ 4- 

j - » » , 

I a = 1 i-(- v v -J- w . 



Démonstration. En effet , 4 k — s ’ étant, dans la supposition qu’on vient de faire. 



de la forme 



r t 



8n + 3, . 

on pourra toujours résoudre en nombres entiers impairs x,y,t. l’équation 

(s) ’ l\k — C^ï’+r’ + î*. 

¥ 

pourvu que l’on ait s < j/JF. Si de plus s est supérieur à 

38 
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«■ 

l/3 k — a — i , 



* « 



on aura réciproquement 



3Ar<* , + a* + 5;' + » 

•> ' . ' 

et i’on conclura du second théorème appliqué à l'équation (a) _ * 

• *. .. 

*. < i/(tïfr— 5«\) < i/(«’ + 8 j4- 12 ) < s -f 4 ; 

• . % • 
ou f ce qui revient au même , 

( 3 ). . ' . . 

f| • * H » 

-> • > "• *. 

Donc , fl fortiori, chaton des hnit nombres compris dans la formula 

.. ' _ *r 

s ztZ- x + y dt i 

. ' 4 . 

sera supérieur h — i ; et par conséquent nul ou positif, s’il est entier. Cela posé , 
si s — x — y — s est divisible par 4. on satisfera également aux deux équations (i), 

en supposant 

s-x-y-z s-x+y+i J+x-y+t /+x+y-j 

»■= T—> « = ' T—' v — — ~~r — > m = — — i— 



ou , ce qui revient au même , 

* « * 

s- x-y - : 



( 4 ) 



4 

» 9 



-T"i , Y + ; JT*' . JT 

7 , u := t J- : , t> m t -f- - — ip = ( -f- 

4 a ;* s * 



*+y 



De même, si s x -f - y + : est divisible par 4. on satisfera aux équations (i), en 

supposant 

* ' . . - , •» 

s+x+y+z t+x-t-z _$~x+y-z - i-*-yé- • 

« t = * ; , v , ' ■ , tt — , IP t — — j— = ; 



ou , ce qui revient au meme , 

(5) 1=—^-, 






- , w t- 



D’aill eurs , s,x,y,z étant quatre nombres impairs , 
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* *. 

>g * * s—x—y — z , s + œ+y + z 

• m * . 

sont lieux nombres pairs ; cl, comme leur somme as est impaircment paire , il est 
nécessaire que l’up de, ces deux nombres soit divisible par 4, et l’autre seulement 
' par a. Ou pouçra ^bnc toujours satisfaire aux équations (i)*en attribuant aux va- 
riables t . u, V, w un des systèmes de valeurs (4) ou (5). Mais on voit que ces deux 

systèmes s’cxclueot réciproquement. * • 

■' » • * » 

Exemple. Si l’on suppose k A 3 i* p on trouvera # • ' 

<* 

* |/3*^ï— I = i/ôT — > < 9 , 1/4* = 1/ÏÏ4 > II. 

* " • *> » / > 

On pourra donc faire s ou 5 = 11 . 

» r* >( »**>, • • ‘ ** ** 

Si I on suppose «l'abord \ on trouvera . * ^ 

« A ~ v • 'V * A 

■■ . 4 k — « ■ = 45 ^ 4* + 5* 4-.Ô > . 

N. , * - 

* ^5, ^ = 5, t — 3 ; 

* ♦ . ’ ' -■ * 
y t *> * 4 

et par suite les équations (5) donneront , v 

. » » * - » •“ 

1 » * .J * 



On a en effet 

’ ■ \ » 



\* = 5t. u = », v = i, A = k 
'* 1 * 

5- 4-2* + i»4- 4* ==3/, - 

5 4-*‘ + ‘ +i ïj- 

Si l’on suppose en second lien a = 1 1 , on trouvera * 

* 'tt * ^ 

*» • 

4* — *’=5 = l’-Jr-l’-l-i», 

*« -£ =1,7 = »., *.= 1 ; 

. *• . * i « 

et par suite les équations (4) donneront 

f -, T * < . • ‘ 

, » t=*, u — 5', • o = 3, w — 5. 

On a eu effet 

ï' + î’ + S* + 5* p=.3l , 

2 +3 +5 4-3 =n. 
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5.* TiiLohÈME. k étant un nombre entier quelconque, U existe toujours entre Us 
limites ~~~ 

J/3* — a — I , |/4*- 

ua moins un nombre entier de même espèce que k, c est- à-dite , pair si * est un - 
nombre pair, et impair si k est un nombre impair. - 

, » » 

Démonstration. En effet . le différence entre les limites 

> • 

- . • * J» 

*, f t.'* *■ 

qui est égale a a , i.* lorsqu’on fait k^=. ■ , 4 ;• let^b’un^fait kj-= g . fi’-e qu’un 

seul maximum , 1 -+- -ç ■ correspondant & t . JSeite différence* est donc 

supérieure h ' a , lorsqu’on suppose ' ‘ 

* : **T V 

* ' **-»*.< 

et croit même alors indéfiniment arec la quantité k. Par suite, tontes les lois qne 
k surpasse g , il doit y avoir au moins dp* nombre# entiers compris erftreles limites 



savoir , 




tira — i . t/ 4 * ! 



V , /> » V 

et l'un de ces deux nombres entiers est nécessairement de même espèce quê'le nombre k. 






D’ailleurs , a si l’on donne successivement à k toutes les valeurs entières possibles 
depuis t jusqu'à g , on trouvera toujours des nombres entiers de même ftpbcv 
que k compris entre les limites 



. Vbk—a ♦ 1 ., V4* 

• as « 

Ces nombres entiers seront respectivement 



-* , 



Pour k= 1 . VWÆ*/ i a ' ** -v 



*.y ....... :\ 

4 .... . . . « . . 4 



t><¥ t‘il 



a . 






yf * * ,^y , -r 

7 . a v> : f.s /6 

s • mM L&dsfaf **• 



-V 5 

«*> v 



t ! r> ■ 

* «v 



* * 

JHO 



w f» 

• > 
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Il est donc prouvé qu'à une valeur quelconque de k correspondra toujours un 
nombre entier de même espèce compris entre les limites 



t/3* — a — l. y/ifk. 

Corollaire i.~ Si l’on suppose Ar=isl, on aura 



* t/3* — i — i'=i 8 , \/7fk e= aa = 18 + 4- 

• * i 

Par suite , si l'on fait k > tai , la dilTércnce entre les limites . 

■ • ‘ '•.•«**' » 

j/5 k'^% — i , t/4 * 

. . t * 1 

surpassera k. il existera dope alors au moins quatre nombres entiers consécutifs , 
compris entre les limites dont il s’agit,'' et, parmi ces quatre nombres, il jr en aura 
nécessairement deux de 'même espèce que'ie nombre k. 

6 * T uf.oHtat. k étant un nombre entier quelconque , il existe toujours entre les 
limites “ • ' » 

' . • * l/5* . ‘ t^4 * 

4 ' é *• . * 

au moins un nombre entier de même espèce que 'k ; à moins toutefois que k ne' 
soit un des nombres impairs 9 

'n * r« * “ 

i , S * g, ii » 17» ‘9 > ‘■<9- 4» . 

«11 bien un des nombres pairs 

• a , 6 , 8 , t4 , sa , a4 > 34- 

Démonstration. En efFet , si l’on suppose *>56, ou aura 

t/4* — s/ïk > a i 

m 4 

et par suite il y aura toujours entre les limites \/5k , 1/4*, deux nombres en- 
tiers, dont l*un sera de même espèce que k. De plus, si l’on donne successive- 
ment b k toutes les valeurs entières possibles depuis 1 jusqu’il 56 , on ne trou- 
vera d’exception au théorème que pour les nombres ci-dessus énoncés. 

Corollaire 1." On peut remarquer que parmi les nombros pairs qui font exception 
b la règle générale , les seuls qui ne soient pas divisibles par 4 sont les suivants : 

, . j, 6 , «4, sa, 34. 
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I.cs deux autres , savoir. 8 cl u4 , étant divisés par 4»* donnent pour quotient 

a et G. 

* * * • 

i." Pttootïxs. Déterminer la valeur s de k , pour lesquelles il est impossible de 
résoudre simultanément en nombres entiers la deux équations 



(0 



. -i 



| 4 = t» -f- «’ -+* «* + W , 

I l=t +u -f-'t’ +rr; 



de maniéré que la valeur de f soit, comprise entre la limites t/5 4, \/ i t . 

Solution. Supposons d'abord que k soit yu nombre impair, ou impaireuicnt pair. 
Alors, en vertu des théorèmes 3, 4 cl 6, on pourra toujours résoudre les équations 
(i). de manière que s satisfasse 5 la condition exigée; à moins que k no soit un 
de» nombres impairs • • > • . », 

(*) > . 9» • « . >7*. I0. *0, 4» » 

• ■ • ••• , ; i- 

ou bien un des nombres pairs 

(3) 2 , G , i4 , su , 34- * • ^ ' 

Supposons en second lieu que k soit divisible par 4, et faisons 

( 4 ) 4 = 4 * 4 ', . . . ^ 

« * 

7 étant égal ou inférieur è l’exposant de la plus haute puissance de 4 qui puisse 
diviser 4 : ou pourra évidemment résoudre les équations (i) avec la condition exigée* 

si l’on parvient à résoudre en nombres entiers les suivantes: 



(5) 



I 4' = '* -b-te' 1 , 

* j' = l' -«hw' .+ «»' . 



ni. * > 



de manière qou s' soit compris entre les ljuiilos |/3A' , t/44' - Car il suffira 
dans ce cas do faine 

f = ï*/', u = é*«', = n;=a««/, 

a = s*a'. 

» *»**••* 1 * *:»•*• •» o e *4# . i iv 'r ^ 

De plus , si l’on prend 4‘ égal h lu plus haute puissance de 4 qui puisse diviser 4, 
4' sera nécessairement un nombre impair, on itnpairement pair; et par suite les 

. ’ s 
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H|wfioiH {à) seront résolubles avec la condition exigée, h moins que k' ne soit im 
îles nombres compris dans les séries (a) cl ( 5 ). Bnfm, si k' est un do» nombre» j 

i . 5 . g, ii , 17, 19 , 99, 4 i . 

il sullira de diminuer , dans l'équation (4) , » d’une unité, pour que k acquirrrc. 

une des valeurs suivante» ; 

( 6 ) 4. so, 30 , 44, 08 , 76, 11G, i 04 : 

et . coiiune pour ces diverses valeurs de k' on peut résoudre tes équations (3) avec 
la condition exigée [voyez ci-après, scltolie 1."] . il eu résnlle que ; parmi le» valeurs 
de k * divisibles par 4> le* scnlesqui fassent exception It la régie générale 'eut celle» 
qui sont de la forme • 4 m k' . k ■ étant un des nombres 

. ; . 1 . 1 »n 1. •.,>«!•••! , 

tj & •, t ‘ ‘i , 0 , t/» , as , 5q • ^ * . . *» • *i 

» 1 I t § , 

Bit résumant ce qui précède, on voit qu 011 pourra toujours jésoudro les équation» (1) 
de mamè'fc que s soit compris entre ^/ST et \Z\ T{ A moins-que /. ne soit un 
des nombres impairs compris dans la série i's) , ou bien un nombre pair de l'iino de» 
formes suivantes : , * 

' .e . . ■ ' f 

.* r' . • { 

• t aa+i î*+i • • m<+i *• + \ * Î 0 +i 

(7) a. t, • 2 . 5 , a *7, 2. Il, .a. 17. 

. • 

I * * 

Schfiliê I . " Nous avons dit ci-dessus qu'en prenant pour /. un des nombres 

■ t 4, .ïo , 36 , 44 . 08 , 76 , 116, 1C4, 

on pouvait toujours résoudre simultanément les deux équation» » 

* ' i * , » • ' 

1 v , 4 -ri '’> 

(8) . , i i • • 

" ’ 1 ,* I ■ - ( •-» — Si j-f- « ■+ tl + ' , ■ . ’ 

* * a V . • . *. _ 

de manière que •> fût compris entre les^imites ^/ 5 ï, pp. Ce>t ce qu’on peut 
aisément vérilier de la^innniè’re suiv.intrqf ^ , * • • 

Si 1 l’on cherche succyriv rmétit . pour chacune des valeurs de' k dont II est ici 
question . Ipjumrrthrès pairé compris e * !»*s limita*' ‘ j/ifV *, nn trnm*rrn 1 

. Vi qfyÂfc*!#. ’itjfcvdÇy».. *4» n^nhre f 4 » • . 

• » » *. •■'O • 

S 14 .0 

M ... • -, • • V.rt . . 

;0 >0 

. - no î .. * 0 ' . . •' 

t04 *4, * 
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Cela posé , il est facile de voir que , ai l’on prend pour s le nombre situé dans lu 
table précédente vis-b-vis de chaque valeur de k, la quantité 



H-H - ■ - 



ne sera jamais de la forme 



4*(8 n + 7). 



Par suite [voyez le théorème 3], en adoptant cette valeur de a, qui remplit la con- 
dition exigée , on pourra résoudre simultanément les équations (8). 

Scholie •).’ Si l’on prend pour k un quelconque des nombres compris dans la série 
'7). la valeur de a ne pourra jamais être renfermée entre les limites y/3 T, y/V* . 
Mais il sera facile de déterminer dans cette hypothèse les diverses valeurs que s peut 
obtenir. Rn effet, si la valeur de k est donnée par l’équation 



Ci») 



k = t'irk l i 



celle de < sera nécessairement de la forme 

f • - ♦ *• -t-Vjf. 

(10) . • «=t‘^, 






n. 



.< étant un nombre tel qu’on puisse résoudre simultanément le» deux équations 



{•0 



1 

. I S = «, + «, + *>, + «•. t \ 

• * " J, , 

Pour" le prouver, observons qu’on ne peut résoudro on nombres entiers I équation 



upq 



(is) 



p ov'.immi -•h 

"te • iic^rVi . 



3’‘*‘k'T= i‘ u 3 4- v' 4- ne* , 

dans le cas où a' surpasse zéro, h moins de supposer que l.u, v,jt> sont des 
nombres pairs; d’où il est aisé de conclure que , si l’on fait successivement «a= i , 
« — : s , *= 5, etc. , on ne pourra résoudre la même équation en nombres entiers . b 
moins de supposer que chacun des pombres t, u , v , w, est divisible une fois , deux 
fois , trois fois , etc. , par a. Ainsi . a ayant une valeur déterminée supérieure b l'unité, 
il faudra, pour résoudre l’équation (is) en nombres entiers, supposer 



1 • 4 v 

» = « t , u = s*u . t) = s*o . 

* / * . , JC 

. . » • 

d’où l’on conclura 
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tir l -f- « + f 4" «' ~ * *(!, + «, + »’_ + «•', } — a * > . 

lesquantités A ( , », t t , tt , v t , i«> . étant respectivement assujcltios nux équal'ons (i i). 

Si l'on prend successivement pour a A le» nombres pairs 

• * • . * * ' 

• « * 

6 , 1 4 . sa , 54 ; 

«J* 

les valeurs correspondantes de » seront respectivement 

* # » * 

• 

pour a A ( =: a = i + * » r= a 

6 = 4 + ' + • 4 

'4 = 9 + 4 +t fi 

**==9 + 9 + 4 = 'fi + 4 + ' + i 8 

54 = «5 + 9 = ifi + 9 + <( S ou 10. 

» 

Ain*i 1 rs seules valeur* île» s c|ii« puissent correspondre, aux valeurs de h prison Hans 
In s^ric 

» • • 

aa+i aa+i aot+i 4 a*+i 2x + i 

- a . 1 , 2 . 3 , 2 . -, 2 . 11, 2 . 17 , 

seront respectivement 

i-il a+l *+l a+l at+ 1 a+i 

ü » 1 , 1 a . a, 2 . 3 , 2 . 4 § « 2 . 4 <i u '* • * r >* 

* , *» *i 

•t * r «• / 

-PhobjuKMK 2.* D lier miner les valeur e Ht k pour lesquelles il est impossible de 

résoudre simultanément en nombres entiers les deux équations 

l k = t * «* -f- v * •+- w % , 

;■) 

' g t + fl -f" 1? + W 0 

• I * 

dé manière que la valeur de s soit comprise entre Us limites 

l/ 3 *— a — 1 , 1/4T . 

Solution. 11 suit immédiatement des théorème» 4 et ô , qu’on peut résoudre simulta- 
nément les équations (1) , de manière h remplir la condition exigée, toutes les fois que 
A est un nombre impair. Nous avons fait voir en outre [problème précédent] qu’en 
prenant pnur k un nombre pair, on peut toujours résoudra les équations (1), de 
manière que s étant inférieur b y/fA soit supérieur b ^ 3 k , et à plus forte 

3 9 
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une des séries 



(*) 



( 282 ) 

i ; à moins quo la râleur de h, ne se trouve couqiri.se dans 



• » 


8. 


32 . 


. 128, etc. 


6, 


*4 . 


96 , 


384 • de. 


>4 > 


56 , 


2*4 . 


896 , etc. 


22 , 


88. 


352 , 


i4<*8 , etc. 


34 . 


i 36 , 


544, 


2 1 76^, etc. 



dont les termes généraux sout respectivement 



aa+i Ja+i aa+i ti+i u+i 

a .1, a . 3 , a .7, 2 .11, a . 17 . 

l'.nlin, d’après ce qu'on a dit plus loin [scholic a], les plus grandes valeurs de » qui 
puissent correspondre à ces diverses valeurs de k , sont respectivement 



oc+l a+1 «+l c+l at+* , 

a • ti a. a, a . 5 , a. 4, a. 5 : f 

d’oii il est aisé de conclure que, dans les séries que l’on considère, les seuls ternies, 
pour lesquels la valeur de 1 reste comprise entre les limites i/3t"^a — 1 , | /\l. , 
sont 

pour la 1." série ... les nombres a et 8, 



pour la a.* 0, 24 et 96 , 

pour la •5.’ 1 4 et 56, 

pour la 4 -* » . 22, 88, 35 e et 1408-, 

pour la ô." .* 54 , > 36 , 544 «1 2176. 



Si l’on retranche ces memes termes des séries (2) , les termes restants seront les seules 
valeurs de k , pour lesquelles on ne paisse résoudre les équations (1) avec la con- 
dition exigée. Parmi les valeurs dont il s'agit, les plus petites seront 

02 , 1 20 , 224, 584, St*. 896, 1024, etç.... 

Corollaire 1." Si l'on donne successivement h k toutes les valeurs entières pos- 
sibles depuis 4 -=i, jusqu'à 4=121 inclusivement, on n’en trouvera qu une 
seule, pour laquelle il soit impossible de résoudre les équations (1) avec la condition 
exigée. Cette valeur unique est 

» x »+ 1 

k = 3 a = 2 

La soûle valeur que s puisse recevoir dans cette hypothèse . est , d'après ce qu'on a 
dit plus haut, la suivanlu : 



Digitized by Google 



( * 8 S ) 



■ = 8 . 



qui est effectivement située ho» des limites 



i/5 k—t — i — — • i . yT* =v/i«R . 



Corollaû'c Si l'on donne à k tino valeur impaire, telle qu'un seul nombre im- 
pair s sc trouve compris entre les limites 

— > — I , |/4(t+0 . 

ou aura nécessairemeut [théorème â.\ corollaire 1."] 

4 » * • ,>■ . } . 

I +* < 1*1 . 

r # t 

Dans la même hypothèse , les seuls nombres pairs qui puissent être compris entre les 
limites a 



sont les suivant» 



t/-v,*+i)— » — i, \Zi{k+o 



s — i , * i. 



D’ailleurs * -f- î étant un nombre pair inférieur à iîi , il suit du corollaire i.“, 
qu'h moins de supposer k -f- t = 5 s , on tronvern entre les limites ■ — i , 

[/il,k+ 1) un nombre pair a' pour lequel on pourra résoudre simultanément les 
deux équations 

t + i + \ 

W. ■ ç' 

t'=ti' -f-u' -\-v' . 

a aura donc nécessairement une des deux valeurs a — i , « -f- 1 • KnGn , si l’on 
fait k -j- i = 3 a , on trouvera doux nombres impairs , savoir : ij et 1 1 , compris 

entre les limites ^/ 3 . 3 s — s — i . y'ijTSa . On pourra donc énoncer sans restriction 
le théorème suivant 

rHi.08r.MK. y.* Si l’on donne il k une valeur impaire , telle qu'un seul nombre rra- 
pair s te trouve comprit entre les deux* limita 



V/3(*+i)-« — i , . 

- . • • 

on pourra toujourt résoudre en nombres entiers, ou Us deux équations 



% 



• \ 




Si, en laissant k et rn constants , on donne successivement à $ et à r toute* 
Us ru leurs possibles, et i/ue l'on désigne par II, et (\ la plut petite et lu plus 
grande des valeurs de ainsi obtenues : tout nombre entier compris entre Us li- 

mites 11, , C , , scradtcoinposable.cn rn -f- u nombres polygones de l'ordre m -{- i. 

Démonstration. Pour établir culte proposition, il oiiilit de faire voir, i.° que tout 
nombre entier compris entre les limites 

Jh , ( \ . 

e»t une des valeurs de la formule (i); a.* que tout nombre conipris'dans cette formule 
pi ul être considéré comme formé par l’addition de m ‘i nombres polygones de 
l’ordre ni a . 

Pour démontrer In première partie de celle proposition , j’observe «pue, si l'on dé- 
signe par s, la plus petite, et par s, la plus grande des valeurs de s qui cnr- 
rrspondenl à la valeur donnée de k, les diverses valeurs de. s, respectivement 
égales aux divers nombres impairs compris entre les limites 

|/ 4 (jt — *) — i , vA*, 

formeront In progression arithmétique f 

etc s 2 4, *, + 2 , *1 i 



Digitized by Google 



cl ; comme or» peut faire successivement 



rr=r o, r = 1 , rrri, etc r=m — 0 , r ~ m — a , 

. • 1 1 

• » f*. 

le ^diverses valeurs de A k9 en commençant par la plus petite et finissant par la plus 
grande , seront respect ivumenï » 

m ’ — — — J +j, ^ + » , H. + a , etc. + wj - a ^ 

i [ j +i a-= D / +m - a , if^ + is-m-a, /i^ + a+m-a , clc. B A +a(m-a) ; 

(a) | m f -lÜj +j,-4=_ fl A .j (m-a), /i t + 1 + a(m-a). B^ + a + aÇm-a), etc. B t +5{m-»J ; 



etc. 



» — — — -) +s , + z?=C k - a-(m-a),'C t + 1 - a (m-a), C’ t +a-a(m-a) , etc. C k - (m-a) i 

* . •• * • *• * 

v r • r » .» 

I f Jt _ j i \ 

ni ^ j+«, — C 4 -(wi-a), C 4 + i - (m-a) t , C* 4 +a- (m-a), etc. C k . 

• . v ? „ 

Ce» diverse* valeurs fourniront donc tous les termes de la progression arithmétique 

. b •’ * * ' - 

V * 4 + l., -e te.:... 6’*; 

c'est-it-dirt: luus les nombres compris entre B k et C k . On peut même observer 
que quelques-uns de ces nombres correspondront b-la-fois il deux valeurs différentes 
de la quantité s. % M 

Il reste maintenant à faire voir que- tout nombre entier compris dons la formule 

«a 

" t k~9-\ . . (* r 

• * -- • * ■ *« I -ff + r. . * 

^ * * 

peut elre considéré comme formé par l’addition de m + » nombres polygones de 

l’ordre nt + ». Or, coifiuie zéro et l’unité font partie de la suite des nombres po- 
lygones d’un ordre quelconque, èt que l’on suppose , 

r < m — », 

H • , * 

le nombre r peut toujours être considéré comme représentant la stpinine de m » 
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polygones de l'ordre m -f- s . Il suffira donc de prouver que tout nombre entier 
compris dans la formule 




' * 

est la tomme de quatre nombres polygones du même ordre : qj en effet , » étant pna 

hypothèse impair ainsi que k , et compris entre le» limites 



^/3i— a — i , \ /♦*', 

on pourra . d’après le théorème 4-'* résoudre simultanément en nombres entiers les 
deux équations 

* = !’ + + »• + »* , 

» r , m *' * # 

» —l -I~ u + 1- +w; 



( 4 ) 

d’oii l’on conclura 



(5) 



) + »— 

a 1 



+ m i 



- \ 



!^)+’ 
+M^)+" 



La formule (3) est donc la somme de quatre nombres polygones de l’ordre rn -+* « ; 
ce qui complète la démonstration du théorème 8.* 

* * 

Corollaire i.*' k (>t m étant supposés constant», la plus petite et la plus grande 
des valeurs que A k puisse recevoir sont, conformément au tableau n.’ (*) , 



( 6 ) 



/* 


1 k- 1,\. 


s 

II 

aT 


i * ) 


1 > i 


r k-s, \ 


1 <V=H 


t * ) 



Dans ces formules a, et s, désignent respectivement le plus petit ot le plus grand 
des nombres impairs compris entre les limites 



l 
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( 7 ) ■ ysk-^i-^i. ' 1 / 4 * . 

• * . ‘ , 

Si maintenant 011 change *k en 4 + 8 , et que l’on désigne par s,', t le plus 
petit et le plus grand des nombres impairs compris entre les limites 

A 

( K ) ■ v/3(4>V)-a — 1 , v/4(i + ») i . 



les formules (fi) deviendront respectivement 




I) ailleurs il est facile de s’assurer que la différence dos deux limites 

l/3(* + j)_ a — 1 , v/jï^T — t 

■t 

est toujours inférieure à deux unités. Il n’y aura donc pa* de nombre impair compris 
entre, ces de-ux limites, ou bien il n’y en aura qu’un: et par suite on aura toujours 

( l0 ) *.'=*«. ou bien 

De même la diflérence des deux limites • 

. . * ' l/4(* + s) . t/ïï - 

étant toujours inférieure à deux unités , on aura nécessairement 
(") ou a', = «,-|-ï. 

(.ela posé , la première des équations (9) se réduira évidemment b l'une des deux sui- 
vahLps ■ 

(,ï > + J = ^ + B h+l .= B k +»; 

cl la seconde des wjualioos (9) à l’une de celles qui suivent 

( ,3 ) C * + 1 = É ’* + m - ^A + i— C *+*’ 

Ou aura donc, dans tous les cas possibles (m étant > S), 
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j B k+s~ 0U > 

! r A+.= 0U > + • 

<* par Miilc C k + t >C k . On trouverait de mémo t' A+ * > C k+%‘ ( k-r& > C A + l • 

de. Si donc l'on mot successivement à II place de A les différent» terme» do la pro- 

pression arithmétique 

A, A +«,* + 4, * + 6, rtc.. 

les valeurs correspondantes de Ci que nous représenterons par 

■ ' / » 

C k> C k+s’ C k + k’ £» + *’ ® ,C ’ ’ 

seront toujours croissantes; et. comme ces mômes râleurs sont entières, elles finiront 
par devenir plus grandes que toute quantité donnée. 

Corollaire a.' Chacun des nombres C k . C k+t . C < + ( . etc., est décomposablc 
cn m .p. n nombres polygone» de l’ordre in -j- a. 

Théorème q.‘ Soit A un nombre impair quelconque ; s, le plus petit des nom- 
bres impairs supérieurs à la limite y/bk-t — t I et faisons 



(•) • 



C k =m 



k -s 



-f- #,+ m — * * 



m étant entier et >». Soit de plus C k + , ce que devient <\ , lorsqu'on 

remplace k par A + » . Chacun des nombres entiers compris entre les limites 



c 



k * 



c 



k - f i» 



sera toujours décomposable en m + a nombres polygones de l'ordre m + ■ • 

Démonstration. On doit distinguer deux cas différen. . suivant que le nombre des 
entiers impairs compris entre les limites 

— I . + 

est supérieur ou simplement égal à I unité. 

Supposons d’abord qu’il existe doux ou plusieurs nombres impairs compris entre ces 
mêmes limite». Alors, en adoptant les mêmes notations que dans le» théorèmes pre- 
cèdent» , on trouvera 



> 



O 
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— a ( = a ou > a. 

Cela posé, la première des équations (9) [ théoréiuc précédent] donnera évidemment 

** + .= ou <”»(■—)+*,+ *. 
ou, ce qui revient au même, 

(a) S k+» = ou < C k~T m + 4 = ou < C k -f 1 , 

(m devant être > a). D’ailleurs nous avons fait voir [théorème précédent] que 
tout nombre entier compris entro les limites 

Bk p Ci 



est décomposabks en m -f- a nombres polygones de l’ordre m a . La meme 
proposition étant applicable aux nombres entiers compris entre les Uuiites 



+ s • ^k + 1 ’ 



le sera encore à fortiori , en vertu de la condition (a) , aux nombres entiers compris 
entre les limites 



C ^ ■+■ 1 , C 



A + s 



et comme Ci peut être aussi décomposé de la même manière , il en résulte que le 
théorème g est déjà démontré pour le cas on plusieurs nombres impairs se trouvent 
compris entre les limites 

l/ïtt— 1, ÿ'kik+t). 



Supposons en second lieu qu’un seul nombre impair se trouve compris entre les li- 
mites dont il est ici question. Il n’y en aura qu’un seul à plus forte raison entre les 
deux suivantes 



ÿSTr+7)— a— 1 , l/4(T+0t 

et , par suite du théorème 7 , an pourra toujours résoudre simultanément en nombres 
entiers 00 les équations 



( 5 ) 



*,+ 1 = » -f u +« + tv , 

4 o 
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ou bien le* deux suivantes 



( *D° ) 



/ * 4 . i =t* 4 -u> + v» 4 -u.'*, 

I t/ I = t -(- U + V 4 - tv . 

Dans la même hypothèse, on aura nécessairement 

*’, = *,! 



cl par suite 

(à) 5 * + ,= m (-^)+ , '+ ra = C » + i '- 

D 'ailleurs, comme le nombre 6’j, et tous loi entier* compris entre les limites 



*A + U . C » + >* 

sont décomposai les en m 4- a nombre» polygones de l’ordre m 4- » , ‘1 résulte 

déjà de l’équation (5) que, parmi tous le* terme» de la *uite 

C \ » ^*+ l » + etc., Cj + , l, C* +1 , 

t', 4- > est le seul pour lequel on pourrait révoquer en doute la possibilité d une sem- 
blable décomposition. Mais ce nombre , étant égal il 

m f— 4- * ( 4- m — i , 

peut être, en vortu des équations (3) ou (4) , présenté sous l’uno ou l’autre de» dru» 
formes suivantes * 

ta f — — — j 4 1 4 - u 4- v 4“ 4 m — ■ ^ » 

m I - i 4 1 4 ® 4 st 4 : 

rt , comme , *ous l’uno ou l’autre do ces deux formes , il est évidemment la somme 
de m 4~ 3 nombres polygone* , dont m — a sont égaux é téro ou é l’unité , on 
voit que tous les nombres entiers compris entre 

C k C k + , 
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satisfont encore , dans la seconde hypothèse, à la condition énoncée. 

Corollaire i Il suit do tout ce qui précède, non-seulement, quo les nombres en- 
tier* compris entre Cj et + Q sont décomposablcs en m-f-a nombres po- 
lygones de l’ordro m-j-aj mais encore que la décomposition peut toujours être 
effectuée de manière quo m — a nombres polygones soient respectivement égaux 
à zéro ou à l’unité. 

Corollaire a." La même proposition est évidemment applicable aux nombres entiers 
compris entre les limites C l+ s , + 4 , h ceux qui sont compris entro les limites 

^* + i • + « * etc - > ol . par suite , à tous ceux qui sont renfermés entre les limites 

^k et ^k + sf 

k cl l étant deux nombres entiers pris à volonté. 

Tniosêxü io*. Tout nombre entier est dtcompotable en cinq pentagones , six hexa- 
gones , sept heptagones , etc . , et en général en »n -j- a , nombres polygones de t ordre 
m + a , (m étant > a). 

Démonstration. En effet , adoptons pour un moment les notations ci-dessus employées 
[théorèmes 8 et 9], Il est démontré par le théorème 8 que tout nombre entier compris 
entre les limites B t , Ci peut subir la décomposition dont il s agit , et par le théo- 
rème 9 (corollaire a), que la même propriété appartient à tous les nombres entiers 
compris entre les limites C ^ et + ; k et t étant pris à volonté. D ailleurs , si 

l’on supposo k =r 1 , l = 00 , on trouvera 



Ainsi , en vertu dos théorèmes 8 et 9 , la décomposition énoncée sera possible pour 
tous les nombres entiers compris entre les limites 1 et ce i c. q. f. d. 

Corollaire 1.” Les démonstrations que nous avons données des théorèmes 8, 9 ot 10 
prouvent évidemment que la décomposition d'un nombre entier en m -j- a nombres 
.polygones peut toujours être effectuée de manière que m + a de ces nombres soient 
égaux h zéro ou è l'unité. Par suite, tout nombre entier est égal è la somme de quatre 
pentagones, ou è une semblable somme augmentée d’ime unité 5 à la somme do quatre 
hexagones , ou h une semblable somme augmentée d'une on do deux unités î è la somme 
de quatre heptagones, ou è une semblable somme augmentée d’une, de deux ou de 
trois unités , et ainsi de suite. 
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Corollairt ».* Si Pou veut, à l'aide des méthodes ci-dessus exposées , décomposer un 
nombre entier N en m + s nombres polygones de l’ordre m 4 - s , il faudra 
commencer par chercher une .valeur de h telle que le nombre donné N soit com- 
pris entre les limites 

C*. <\ + ,. 

Pour obtenir une valeur approchée de k , on fera 

= C, ; 

et, comme on a généralement 

C t =m +«, + ”» — a , 

», étant le seul nombre impair compris entre les limites 
y/5 A — a — 1 , y/5A — a + t , 

on pourra remplacer , sans avoir & craindre une erreur considérable , 



», par y/ Si— T 
et 

,, I k - y/sT-"ï j . . 

Ci par m - [ -I- i/3 1 — j 4- m — a : 

I 3 I 

par conséquent la valeur approchée de k se trouvera déterminée par l’équation 

(1) iV = — A + m — 9 — y/3 1 - 1 T , 

a » 

ou, ce qui revient au même, par la suivante 

(a)' ~ k — (N — m-f-a)|*= (5 A — a ) , 

a J 4 

Culte dernière équation étant du second degré , on en tirera deux valeurs d<- k , dont 
la plus grande sera celle qui doit vériOer l’équation (l), La valeur approchée de k 
étant ainsi connue, on en déduira sans peine, après quelques essais. In voleur véri- 
table avec les valeurs correspondantes des quantités que nous avons désignées par 
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C k • ^ * + « * B k + > • 

Cela posé , il suit des théorèmes 8 et 9 que la valeur de Y se trouvera nécessairement 
comprise parmi les nombres 

(3) B A + t , **+,+ «. «te-, ^ + C k + t ; 

excepté un seul cas, dans lequel elle sera égale à 

(4) C, + 1 . 

De plus , si la valeur de iV est comprise parmi les nombres de la série (3) , on pourra 
faim • 

(5) = 

s' étant un nombre impair compris entre les limites v^i + siF— î — » , y'Y;* + ■,) ; 
et r étant = ou <m — a. Dans la même hypothèse, on pourra résoudre simul- 
tanément en nombres entiers les équations 



( 6 ) 



A -f- a = 

t'= t - 4 -u +* -(- tt> . 



Eu joignant celles-ci b l’équation (4) . on verra que le nombre N est égal à lu somme 
des quatre nombres polygones 




augmentée de r unités. 

On peut déterminer facilement les valeurs de *' et de r par le moyen de l’équa- 
tion (5) mise sous la forme suivante 



En effet, dans celle dernière équation , 



Digitized by Google 




( *94 ) 

est évidemment le quotient de la division de A' — Zf < + 1 par m — 3 ; et r le 
reste de cette division. On doit seulement observer que, r pouvant être égal à m — a. 
il est permis , lorsque la division donne zéro pour reste , de remplacer ce reste par 
m — a , pourvu que l’on diminue en même temps le quotient d’une unité, il devient 
même indispensable d'en agir ainsi , lorsque IV cet égal à C ^ > . 

Dans le cas d’exception , on a 

(8) iV = Ci + i =ro ^ — 1 > 

s, étant le seul nombre impair qui soit compris entre le* limites — i , {/HJ . 

Dans Je même cas, on peut résoudre on nombres entiers l’an des systèmes d’équations 
(5) ou (4) [théorème 9]. Eu joignant un de ces systèmes il l’équation (8) , on en 
conclut immédiatement la décomposition du nombre N on m + a nombres poly- 
gones , dont m — a sont égaux & l'unité ou 11 zéro. 

Crempfr. Supposons qu'il s’agisse de décomposer 1 14 en six hexagones. On aura 
m = 4, Af=it4i 
et par suite l’équation (3) deviendra 

(9) /,(* — 56)» = 5 k — 3. 

La plus grande racine de celte mémo équation est ,cn nombres rond», 

4 = 65. 



Pour connaître le degré d’exactitude de cette valeur de 4 , j’observe qu’on a , pour 

n» = 4 ■ 



I C k =*(*+>)—*' 

(10) 

I C i + J =a(4 + 5)— «/; 



rt comme , dons le co* oii l’on suppose h = 65 , on trouve 

#/ = #, 1 5 , 

tes valeurs de C k , £T^ se réduisent, don» cette hypothèse » à 
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C A = iî 8 — 13=1)5, Cj t + i — i3a — i5 = 119 . 

Le nombre donné 114 n’étânt pas compris entre les limites n 5 et 119, la valeur 
présumée de k est nécessairement trop forte, et doit être diminuée au moins de 
deux unités. 



D'ailleurs , lorsqu'on suppose 



on trouve 



t' = * t — 1 3 , 



4 = 6i , 



= 1 1 1 , C A + ,= u 5; 



et, comme 114 est compris entre les deux derniers nombres , la valeur ü) de A est 
exacte. Cela posé , on trouvera que , ou le plus grand nombre impair compris 
dans ÿjp+i) est égal h i 5 s d’où l’on conclura 

• B k + ) =*(‘+i)-'« = ltl.' !f — B k + % = 3. 

l’équation (7) se réduira donc à 

(..) . 4 

Wi' t“* - 

et l'on aura par suite 






#' = •', — a = i 3 , 



et 



r = 1 . 



Cela posé , les équations ( 5 ) et (6) deviendront respectivement 

m t 

* * * ■ . • » . 

' N — 114 = a x 63 — i3 + i, 

(ta) • î . , 63 = l*+ u’ + »’ + w’., ■ 

‘ l i3 = #+ u+ti+w. •• 

* ' "* • ( 1 . » t ■ 

Pour résoudre les deux dernières, je fais 

4 X 63 — (i3)*= 83 V ; 
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SUR LA NATURE DES RACINES 

DF. QUELQUES ÉQUATIONS TRANSCENDANTES. 



§ t." Considéralhm "entrait». 

J'ai fait voir, dans In XVII.’ Cahier du Journal de l’Ecole royale polytechnique . 
qu’étant donnée une équation algébrique d’un degré quelconque, on peut toujours com- 
poser , avec les coefficients de celle équation , des fonctions dont loi signes déterminent . 
dans chaque cas particulier, non -seulement le nombre des racines imaginaires, mais 
encore le nombre des racines réelles positives , et le nombre des racines réelles négatives, 
il est donc possible de fixer à priori la nature des diverses racines d’une équation algé ■ 
brique. La ditliculté de résoudre la même question pour les équations transcendantes a 
été signalée par M. Poisson , dans le dernier des Mémoires qu’il a publiés sur la théorie 
de la chaleur. Toutefois, dans la plupart des problèmes de physique mathématique, on 
rencontre des équations qui renferment des lignes trigonométriques ou des exponentielles , 
et dont la solution est nécessaire pour la détermination précise des lois dos phénomènes. 
A la vérité, In comparaison des résultats, que fournissent les diverses méthodes employées 
par les géomètres , faisait soupçonner que plusieurs de ces équations n'admettent pas de 
racines imaginaires. Mais on n’avait aucun moyen direct de s’en assurer, et de recon- 
naître si les racines d’une équation transcendante sont toutes réelles. On doit néanmoins 
excepter les deux équations fort simples 

(i) sinî = o, ; (a) cos*r=o , 

dé jît traitées par Euler. Lorsque , dans la première de ces équations , on suppose 
; — x , x et _y désignant deux variables réelle» , on en lire 



( 5 ) 

et par suite 

( 4 ) 



,r+e-r «r-s-z 

>m* 1- cosx l/TT = 



-n , 



(e J -f- c~y ) sinaj r= o , (e r — e~ r ) cos x — o . 



Or, tant que l’on attribue J» x et î» y des valeurs réelles , on ne peut évidemment 
satisfaire h la première des foi-mules (4), è moins de supposer 

4 > 
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(5) 1 sina: = o, co«as=zdî« ; 

et l’on tire alors <lo la seconde « * — e~* ~ o , e' r ~ i , 

(6) ^ = — 1(0 — ° î 
«• 

d’où l’on conclut que le coefficient y do \/~ s’évanouit dans toutes les racines de 
l’équation (i), c’est-à-dire, en d’autres termes, quo cette équation u’a pas de racines 
imaginaires. On doit en dire autant de l’équation (s) , que l’on déduit immédiatement 

de l'équation (i) , en remplaçant s par — — *. Il était à désirer qu’on pût ac- 
quérir la même certitude pour d’autres équations plus compliquées. Ayant entrepris des 
recherches à ce sujet, je suis parvenu à trouver des règles à l’aide desquelles on peut 
fixer la nature des racines dans un grand nombre d’équations transcendantes , et spécia- 
lement dans celles que présentent les théories de la chaleur , de la lame élastiqne , des 

plaques vibrantes , etc. Avant d’exposer ces règles , je m’occuperai d’abord de 

quelques équations particulières qui se rapportent à diverses questions de phvsique 
mathématique. 

§ s.* Sur le» radius des équationi tang z — z, et tangî— az. 



Considérons d’abord l'équation transcendante 
(i) langî = î. 

On reconnaîtra sans peine, avec Euler [voyc* le second volume de l’Introduction à 
l’analyse des infiniment petits], ■.* que cette équation admet, non-seulement trois ra- 
cines nullcs , mai» encore une infinité de racines réelles , les oncs positives , les autres 
négatives; a.* que les racines positives sont renfermées, la première entre les limites 

i7 jr -i- — K , la seconde entre les limites se-, — * ; la troisième entre les 

a a 

limites 3ir , 3 b + 7*. etc....; et que lu »“ rucine positive, comprise entre les 
limite» ne- , peut être déterminée par le moyen de la formule générale 



(*>* 



(3>l + l)77 



(an + i)i7 



l + 



a r a Y i3|~ a -[< i46 p a 
3 L0»" + ')«J 1 5 L (an + 1 ) a J io5L(an+i)rJ 
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Cela posé, ai l’on désigne par * , 9, les racines positives de l’éqnation (i) , ran- 

gée» par ordre de grandeur , on trouvera successivement 



* — 4 , 4q34i 18... , 9 = 7, 7s5s5ig... , •/= to , qo4iïi5... , etc... 

(pliant au* racines négatives, elle» seront évidemment représentées par 
— *, — p, — 7, otc.... 

J’ajoute maintenant qnc l’équation (i) n’aura pas de racines imaginaires; et, en effet, 
si l’on y suppose 

î — x+J\f . 7 , 

x et y désignant deux quantités réelles, clic donnera 

sia a<*+sin (a/lAî) sin u+ -’(«* r- #-* r")j/TJ 

(3) i +^v/T=tang(x+j/T) — = \ . 

cosaat+cos^ajj/Ti) cosix+-- (r*r+e-*> ) 

ou , ce qui revient au même , 






... a» 3111 ü» 

' * «’r+a coss»+« -, r ' ^ «*r+aooa»®+«->J ’ 

' • - 1 • • * * * * » . , »* ; n 

On aura par suite , poor des valeur* de as ci de y différentes de zéfo , 



(à) 



e’r-e—r 



4 y 



Or, celte dernière équation ne saurait être admise. Car, tant que 
l’expression’'’ 



y 

4 y 




W , 

i.a.3 



(*r)* 1 

i. 2.3.4. 5 



+ etc. 



y diffère de zéro , 

■ ' *» n< -ii_. ; . • 

HïIflV'l * . • 



évidemment supérieure à l’unilé , surpasse h plus forlc raison le rapport 



sin 2 x 
•xx 



Par conséquent, dans toutes les valeurs de s propres à vérifier l’équation (1), la 
partie réelle x , ou le coefficient y de ^/T doit s’évanouir. D’ailleurs , il est 
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facile de reconnaître que la variable x ne peul s’évanouir sans la variable y. Car, 
»i , doua l'équation (3) , on pose a: — o , elle se transformera dans la stiivauti- 



(6) 

de laquelle ull tire 



ti -»—) 



tv+t-y gy-e-y 



ou , ce qui revient au meme, 



(7) 



f 1 + ‘ r ’ G ‘ 


jr» 


\3 ^5 1.2.3 1 7 


1.2. 3.4-5 




et l’on ne peul évidemment satisfaire à l’équation (7) , la variable y étant réelle, sans 
supposer y — o. Donc le coefficient de s’évanouit dans toutes les racines de 

l’équation (1), et toutes cos racines sont réelles; ce qu’il s’agissait de démontrer. 

Considérons en second lieu l’équation 

l{ • . » 

(8) tanga = oi , 



a désignant une constante réelle. On reconnaîtra facilement que celte équation admet 
une racine nulle , et une infinité de racines réelles , deux il deux égales , mais de signes 
contraires. Dë plus, si l’on remplace s par x-\-y\/~, on obtiendra , au lieu de» 
équations (4), les deux suivantes 



(9) 



asm ix 

e*J + icosaa:+« — ’r 



a y~ 



ir'-’+cosai+r— ,r 



desquelles ‘on déduira toujours la formule (5), en supposant les valeurs des variables 
x et y différentes de zéro; tandis que l’on trouvera, pour une valeur nulle de x, 



r, 



(to) 

*î . I .«• 

ou , ce qui revient au inùme , 



«J 



ey-e-y 

gy+c-y 



(•o 

•< * ' 



•i' + * + -râr + - 
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Or, il est aisé _de- voir que cette dernière équation, divisée par y, n'admet pas de 
racines réelles , lorsque a est négatif, ou bien positif, mais supérieur U l'unité ; et quille 
admet deux racines réelles, l'uoe positive, l’autre négative, mais égales au signe près, 
lorsque a est positif, mais inférieur è l'unité. Cela posé , en raisonnant comme on l'.i 
fait ci-dessus h l’égard de l’équation (1) , on conclura définitivement que l'équation (S) 
n’a point de racines imaginaires, si ce n’est lorsqu'on suppose 



(lï) o> o et < t , 

auquel cas elle admet deux racines de cette espèce et de la forme 

(» 3 ) . 

; désignant'une quantité positive déterminée par la formule 



(> 4 ) 



1 + 



+ 



1.1.3 1.-1.3.4-5 



JL. 

1. a 



+ 



i.a.3 . 4 

Les équations (1) et (8), que l’on peut encore écrire comme il suit 



(1 5 ) sin : — ; cos z , (16) sinz = azcosz, 

so retrouvent dans plusieurs questions relatives à la théorie de la chaleur et à la théorie 
des ondes. 

§ 5 .* Sur les racines de C équation long: = a z -f- b. 



Considérons maintenant l’équation 
(1) tangz = az + i , 

a et b désignant deux constantes réelles dont la seconde ne soit pas nulle. Ou recon- 
naîtra sans peine que cette équation admet une infinité de racines réelles, les unes po- 
sitives, les autres négatives. I)c plus, si l’on y remplace z par * . * et v 

#v.*— »r 

s’t + icosix+c—'r 



étant de} variables réelles , on en tirera 

a «in a.e 

(*) ax + 6: 



«’r + 3C0S3* + S~’^ ’ 
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Or, le trinôme 

«’•’ ■+- » co» a a •+• G“ ,r 

étant essentiellement positif, et les deux quantités 

y, c'*—t-' r 

étant toujours de même signe, il est clair que, si la quantité a devient négative, 
on ne pourra satisfaire à la seconde des formules (a) , à moins de supposer y *— ° . 
Celte remarque s’étend au cas même où la constante a s'évanouirait. Car, dans ce 
cas particulier . la seconde des formules ( 2 ) donnerait 

e’> — e—J’ = o, 

nu , ce qui revient au même , 

, i ■ (v)* . l_ |_„ 

+ 1.2.3 + 1.2.3.4.5 j 

y — o- 



c’i par conséquent 



Donc, si Ton » 

(5) 



a = ou <0 



Oiéquation ( 1 ) n’admettra pas de racines imaginaires. 

Concevons à présent que la constante a devienne positive. Si l’on attribue k la va- 
riable y une valeur différente de zéro . on tirera des équations (a) 



(4) 

ou , ce qui revient au même , 



asinax 

ay 



ax + b 



’(3) 



I b \ S'Q2J 



Or. comme la valeur numérique du rapport 



4/ 

surpassera celle de la fraction l’équation (5) ne pourra évidemment subsister 
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qu'autant que l’on aura . 

(6) 

et par conséquent 

(7) 






. iax 

I + —— < O. 



D’ailleurs celle dernière condition se réduit, pour des valeurs positives de la constante 
b, à 



( 8 ) 



-c < , 

a a 



cl . pour des valeurs négatives de la constante b , h 



x > . 

a a 



(9) 

Donc , si l’on a • 

(to) a > o , 

toutes les racines imaginaires de l’équation (l) offriront une partie réelle supérieure d la 

b .... .b 

quantité supposée positivé , ou inférieure h la quantité — - — supposée n • 

gntivc. Au reste, on ne saurait douter que l’on ne puisse satisfaire par des valeurs ima- 
ginaires de ! & des équations de la forme * 



(■) 



tang; = rt; + b , 



mais dans lesquelles a serait positif» et b différent de zéro. En effet , concevons 
que, * et p désignant denx quantités réelles dont la seconde ne soit pas nulle, oii 
suppose 

4 . a*-*—? 



(•0 



«’P+a 



cosai+e 



~ 2 > 



4? 



b — 


4* 


| sinus 


.•p-.—p 




aS, , — afi 

â • +300*33 + * r 


| 3 3 


4P 



Alors , pour vérifier l’équation t) , il sullira de prendre 

s = *4.‘t/7. 
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g 4«* Sar k* racines de C équation hng: 



a ; 

t'+b 



Considérons h présent l'équation transcendante 

. az 

(•' lan ^ = — b .' 

•i cl b désignant deux constantes réelles. On reconnaîtra sans peiuc qu'elle admet . 
comme l'équation (8) du § 1 .*, une racine nullo, et une infinité de racinos réelles, 
deux i> deux égnlos, mais de signes contraires. De plus , si l’on pose , dans l’équation (i) , 



*=y\rr. 

j étant une variable réelle, et, si l’on divise ensuite le» deux membres par y , on 
trouvera 

a 

t,-)’’ ~ y(er+e~>}' 

Or, il est aisé de s’assurer que celle dernière équation, dont le second membre 



i 4 — ^ 1 

e T .,-> T |,li T 1.1.34.5 

y(f’+‘~ r ) ~ . ■ y ■ y* 1 

, I.a ^ I.a.3.4 

reste inférieur h l'unité pour toutes les valeurs réelles de y , n’ndmctlra point de 

racines réelles , si , la constante « étant positive , lo rapport — est négatif, ou bien 
positif, mais inférieur & l’unité. Donc , si l’on a simultanément 

* 

(•>1 « > o , — < 1 , 

a 



l’équation ( 1 ) n’aura pas do racines imaginaires, dons lesquelles la partie réelle s’éva- 
nouisse. 

Il est essentiel d’observer que les conditions ici indiquées, il l’aide des signes > et 
< placés entre deux quantités , doivent être étendues nu cas même où ccs quantités 
deviennent égales entre elles. C’est une convention qu’il est utile d’adopter pour sim- 
plifier les notations, et que nous admettrons en géuéral dans In suite de cet article. 
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Si le» conditions (3) n'étaient pas remplies , l’équation (s) pourrait admettre quelques 
racines réelles, qui , prises deux il deux, seraient égale», mais do signes contraires , et 
par conséquent l'équation (i) pourrait admettre des racines imaginaires qui seraient, 
deux & deux, de la (orme 



(4) 



--W' 






Pour savoir si l’équntiou (l) admet des racines imaginaires, dans lesquelles la partie 
réelle ne soit pas nulle, on fera 

' . : = v+yÿ- , 

x , y désignant deux variables réelles , et l’on tirera de celte équation 

(5) tang (a: -f- rt/iT) — •l*+y\rW*-rW + il 

\ ) St 1 -7V >) (x+yW + b {s'-j' + by+^x'y' m 

ou , ce qui revienl ou même , 

f * • 

sina x + ^(e*r + A ( df +J r V r O] 



(6) 

et par suite 

(7) 



(«»*+«->/) 


(*’-y*+b)* + 4*’j r ’ 


a, en supposant que le» quantités x et y diffèrent de zéro, 


asinax 


ax(b+x'^■y , ) 


e*^+a cos 


b)* + t\x % y % * 


«*r- t—r 


, 

V 

i 

H 

1 


«*z+ a coa tx+ t~** 




« 

sinax i 




a* 4+<r’+ÿ* 


4_r b-x'-y* * 



Or, cette dernière équation ne saurait être admise , si b est positif ou nul , c’est-à- 
dire si l’on a 



( 8 ) 



t >. o . 



Kn effet, y n’étant pas nulle, la valeur numérique de la fraction 



«•a -<•-»* 

4 y 



4* 



Digitized by Google 



• ( 3o6 ) 

surpassera celte de 2 - ; et , si la condition (8) est remplie. In valeur numérique 
du rapport 

1 

, k-x'-y' 

• ' 

sera encore égale ou supérieure 5 celle du rapport. 

i 

a k+x’+y • 

Doue, lorsque 0 est positif ou nul, l’équation (i) n 'admet pas de racines imaginaires 
dans lesquelles la partio réelle diffère de zéro. Si les conditions (à) et (8) étaient simul- 
tanément vérifiées , c’est à-dire si l’on avai^ h-la-fois 

(<j) « l> et 6 > o , 

l’équation (î) ne pourrait admettre que des racines réelles. 

. • 

On peut encore déduire de l’équation (â) une autro conséquence digne de remarque. 
Eu effet , comme on n généralement 



(io) 



tnng: = 



•</ r > *✓" 
fi C • 






et par suite 

(>') 



i + i/û tang/ 

l - l/â tangî ’ 

on tirera évidemment de l'équation (5) 

* + (x+y y , r l y+b+(x+j\/Z)«\/r, 

'* (x+y\A'i) , + k-{x+yV'T,)a\/~, 



Si maintenant on égale entre eux les carrés des modules des expressions imaginaires 
que renferment les deux membres de la formule (is), on trouvera 

; c _ 4r __ [{x+yV r >Y+l' + {x+y\r*)<‘V^y \ [( J )* + * : (,x-y{/~,) 

[(s+rV'ô )’+ 4 - (*+rv /r ' ) a V r ' ] [(•* -rV r ‘ )’+*+ ) a V~' l . 

.. | t-flyl’+jE’laj' + a) 1 

_ (af-j ’-f 4 ) I + 4*’y’ +«'(**+,}'* ) + a«jr (i’+y* - 4) 

\ (x’-y’ + ky+itx' y* + a’(x'+y')- a«y[x‘+y'-k) 



* 



* 
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( 5 <>7 ) 

Or, l'exponentielle qui forme le premier mcmb.ro do l'équation (i 5 ) étant nécessaire- 
ment une quantité positivo qui reste inférieure tt Uunité pour des valeurs positives de 
la variable y . et devient supérieure h l’unité pour des valeurs négatives de la même 
variable, on conclura do l’équation (i 5 ) que la différence entre le polynôme 

(x’*- b - ay)' + x'[-iy + a)' — (x’ - y’± 6)’+ ltx‘y' + <i*(x , + y*) + aaj'(x’+,y*- b ) , 

et le polynôme 

(x’-y*+ 6 + nj')* + x’(sj - a)' = (x 1 -y'+ 6)’+ !tx'y'+ a’(* , + i y*) - i af (x* + y’ - b ) , 
• . • 
c’est-à-dire le produit . 

‘ 4<*r(**+,7* — b). 



doit être une quantité de même signe que — y. On doit donc avoir , pour toutes les 
valeurs de y différentes de zéro , 

(■ 4 ) a(tc'+y' — b)<o. 

D’ailleurs , si l’on suppose % • 

(1 5) b <o , 

, « • • 

la condition (i4) ne pourra élro vérifiée à moins que l’on n’ait en même temps 

a < o. 

Donc , si l’on avait à-la-foi» 

(16) a > o et b < o , 

* . 

s » Æ 

l’équation (i) ne pourrait admettre que des racines réelles. 

Il est bon d’observer que lessfortnules (9) et (16) sont comprises dans les suivantes 



( 5 ) «>o et — <0. 

. <• 

Donc, toutes les fois que ces dernières conditions seront vérifiées, l’équation (1) n’ad- 
mellra pas de rbeines imaginaires. V 

Nous remarquerons , en terminant ce paragraphe, que l’équation (1) peut s’écrire 
comme il suit ' • * . 

t 

(17) 4 ) sin; — aicosz = o. 



Diartiz 




i 



( Ô08 ) 

En In présentant sous celle forme, et supposant les conditions (16) remplies, on recon- 
naîtra qu'elle coïncide arec l’cquation qui sert h déterminer le mouvement de la chaleur 
dans une barre cylindrique ou prismatique d’une petite épaisseur. 



S 5 ." Sur Us racines de l’êquatioji langî = tang(eïy/n). , 

* » * « « 

Considérons encore l'équation 4 % 

« 

(•)- • taD 6 I== T7T ‘ aD S( cî t/^) * 

V ' 1 ê ^ 

« • 

qu'on peut aussi présenter sous la forme 

(») iangî = «— — 

* * » 

On reconnaitra facilement qu’elle a une infinité de racines réelles , qui , prises deux il 
deux , sont égales, mais de signes contraires , et dont l’une se trouve renfermée entre 
les limites 



(*- t)'- * Kt)’ 



n désignant un nombre entier quelconque. De plus, comme il suffit de remplacer 
par lyTT , pour que l'équation (a) se transforme dans la suivante 



( 3 ) 



tang cz — 



a t‘+e~‘ ’ 



il est clair que l’équation (a) aura encore une infinité de racines imaginaires qui seront 
deux & deux de la forme * 






= = — , 



[; désignant une quantité réelle] , et datas l’une desquelles le coefficient de j/TT si 
trouvera compris entre les deux limites 

• * .t «* 






J'ajoute maintenant que l’équation proposée n’aura pas do racines imaginaires, dans les- 
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( 309 ) 

quelles la partie réelle difltire de zéro ; et en effet , si l’ou remplace : par x -k- y y/~î • 

as et y étant des variables réelles < celle équation donnera •• ' 



( 4 ) 



tang^H-jr^/.,) — •p?7 ta ng(e3:v/. 1 ,— ejr) , 



ou t ce qui revient au même , 



linairt- (#** + i/Hftinacjr 

(S) = «- 



cos jac+ — (e V +« — **) 

• « 

et par suite 

/ ï<\nix 

| «*J + 2 COS2X + tf“Y 

tf*- T + 2C0S2 X+e~*y 



— (* ,cx «M“ ,f / r )+co$a cy 



e 1 



** - *+•*** 



(6) 



e**' r +ïcosacj'+« - *‘' 
a si n a cy 

«’"+»cosa cy+c~’ eM 



Or , on tire de ces dernières , lorsqu’on suppose les'valcurs de x et de y différentes 
de zéro , 



(7) 



sin 2 jp sinarjr *x 

ix icy 



4 y , 4 r* 

D’ailleurs, l’équation (7) ne saurait être admise, puisque de» quatre rapports 



sin a ( r 

aer 



t'X-t-'r 



• - ( — >*•* 






l\CX 



les deux premiers sont inférieurs, et les seconds supérieurs il l’unité' [abstraction faite 
des signes]. Donc, dans toutes les racines de l’équation (a) , la partie réelle x , ou 
le coefficient y do {/~ se réduisent à zéro. En d’autres termes , cette équation a 
seulement des racines réelles , et des racines imaginaires dont la partie réelle, s’évanouit. 

Lorsqu’on réduit les constantes a .et c h it , les équations (*) et ( 3 ) coïncident 
toutes deux avec l'une des suivantes 



( 8 ) 



lanzî = - 






(9) 



ta ne : — — 1 , 



Donc chacune de ces dernières admet une infinité de racines, qui, prises quatre à 
quatre , sont de la forme 



• t 



Digitized bÿ Google 




« 



* ( 5 ‘° ) 

(10) . »=ç. c = — 5 . = = ç ï = — ty~ , 

. ■ » ■>. * . ' - 
' . • « - 

î désignant une quantité positive; et n’a point de racines imaginaires dans lesquelles la 
partie réelle diffère de zéro. La remarque que l’on vient de Lire est très-utile dans lu 
théorie des vibrations des lûmes élastiques, -attendu que la formule à l’aide de laquelle 
on détermine ces vibrations , n pour second membre une fonction des racines des équa- 
tions (S) et (9). • , ® 



§ C.‘ Sur Us racines de l’équation 



lange:— /(:). 



Considérons maintenant l’équation 
(1) .. ' . tangcî = /(î). 



c étant une constante réelle, que l’on peut toujours réduire , en changeant , s’il est 
nécessaire , les signes des deux membres , à une quantité positive , et _/(:) désignant 
une fonction quelconque do la variahlo Si celte fonction, étant réelle, conserve 
une valeur finie, toutes les fois, qu'on attribue à : , une valeur positive ou négative, 
et supérieure (abstraction faite du signe) à une limite donnée l, l’équation (1) aura, 
certainement une infinité de racines réelles. E11 effet, désignons par n un nombre 



entier quelconque supérieur h la somme 


• 


• 




# 


Comme on aura 

* 






( n 

1 

il est clair que , sj l'on fait varier t 


— $’>*' * 
♦ 


« 

« 


depuis "-H" - T)” 


jusqu’à 




if 1 \ 

ou depuis : ~ ~ + ~J 


n t jusqu’à • 

•r 





dans l'équation ( 1 ) présentée sous la forme 

# * 

(*) * tange* — /(:)—« , # 

le premier membre passera, eu mémo temps que lé terme lange:-, de l'infini né- 
gatif il I infini positif, ou réciproquement. Donc il s’évanouira dan* l’intervalle; d’oii 
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( 3n ) 

il résulte que l'équation (i) admettra au moins une racine positive comprise entre les 
limites . ' " • 



17 , Tf+f)"’ 

et une racine négative comprise entre les limites 



Donc, puisque le nombre entier n peut croître indéfiniment , l’équation (i) admettra 
une infinité do racines réelles, les unes’ positives , les autres négatives. 

Il est important d’observer que la limite l existe , toutes les fois que les racines réelles 
de l’équation 



( 3 ) 



/« 



= 0 , 



sont en nombro fini. Donc , si cotte condition est remplie ,1e» racines réelles de l’équation 
( 1 ) seront au contraire en nombre infini. C’est ce qui arrivera ci» particulier , si l’on 
prend pour f(-) une fonction réelle et rationnelle de la variable i, c’est-à-dire si - 
l’on suppose , 



( 4 ) 






f(t) et F (s) désignant deux fonctions réelles et entières de la même variable. Alors le 
nombre t no sera autre chose qu’une limite supérieure aux valeurs numériques des 
racines réelles de l’équation 

(5) ' F (a) = o. 

• » , 

Si , pour fixer les idées , on prend successivement 

• • , 

/«=*• /<*>=«; m^az+b. 

• « • ' . 

et, si l’on remplace en même temps c par l'unité dans le premier membre do l'éqnu- ' 
lion ( 1 ) , on se trouvera ainsi ramené aux équations que nous avons déjà traitées , et l’on 
reconnaîtra immédiatement que chacune d’elles admet une Infinité de racines réelles po- 
sitives et de racines réelles négatives. 

Revenons maintenant au cas où , la constante c étant positive, la fonction f(z) a 
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( S. s ) 

* 

une valeur quelconque. Alors, si l'on remplace s par x -l-y\/~ , * et r étant 

de» variables réelles, on pourra supposer 

• s 

( 6 ) A*+y\r>) = P + QV~ ' „ • • 



P, Q désignant des fonctions réelles de» variables x,y, et l'équation (i) donnera 

■ i *'•*.' ; ' 

sin%r*+Y 



( 7 ) 



P + = tang(ex + cy\/T,) = 



cosarx+- («*■*+<:-*'.*) 



ou , ce qui revient au même, 

• asin arx 



(8) 



3 /»: 



Q= 






#**■■> + a co 5 2fx + «‘“* e - r ' v c^+cosacjt+i"*^ * • 

puis l’on en. conclura, pour des valeurs de x et de j', dilFérenlcs de zéro, 
sinarx Q P 



( 9 ) 

Or, comme ia fraCUon • 



4 c ï 



(io) 



(\cy 



l*'ïY 

1 . 2 . 3 



+ 



l.a.3.4.5 



-+■ oie... , 



toujours supérieure à l’unité, surpasse, b plus forte raison, la valeur numérique du 
rapport — — , il est clair que l’équation (9) ne pourra subsister, si les fonctions P, Q 
sont telles que , pour toutes les valeurs possibles des variables réelles x, y, la valeur numé- 

Q P 

rique du rapport — demeure constamment égale ou inférieure à celle du rapport — ; 

y . * 

ce qui arrivera , si l’on a constamment • 



(••) 

ou , ce qui revient au même , 

(.a) 



GM?) - ** 



[Py + Q*) {Py — Q*) > ® • 

i 



Donc, si celte dernière condition’ est remplie, indépendamment des valeurs attribuées 
aux variables réelles x , y , alors , dans toutes les racines de l’équation (1) , la partie 
réelle ou le coefficient do y” s’évanouira ; et cette équation n’aura pas de racines 
imaginaires qui ne soient de la forme 
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j=±çv/^r , 

désignant une quantité réelle. 

Si, la condition (is) étant remplie pour toutes les valeurs réelles do x et do y, la 
quantité P se réduit , pour une valeur nulle de x , à une l'onction de y qui ne 
puisse jamais s’évanouir, alors la premièÆ des formules (8) ne pourra subsister pour 
x o ; et par conséquent l'équation ( 1 ) , n 'admettant point de racines imaginaires de 
la forme ± î l/T. n'aura que des racines réelles. 

Si la condition (ta) se vérifie , Joules les fois qu'on attribue h a* des valeurs réelles 
comprises entre deux limites données x, , x, , et à y des valeurs réelles comprises 
entre deux autres limites y, , /, ; on pourra seulement affirmer que l’équation (i) 
n 'admet pas de racines imaginaires dans lesquelles la partie ré^lc x , et le coefficient 
y de , obtiennent des valeurs différentes de zéro, et respectivement comprises 
entre les limites 

x = x,, x = x,i y —y, , y —y , . 

Supposons maintenant que la fonction f{:) soit réelle. Alors l’équation 

/ 

( , 3) P + Q^=/(x VA.) = /(*) +^/'(,)_ ZI /'(,) _ etc. .. , 

* 

entraînera les deux suivantes 



p = /(*) - £■ /'(*) & /-(■) - etc- , 

j = /"'(*) + etc... 

Par suite, si l’on fait converger y vers la limite zéro, la quantité P convergera 

vers la limite _/(*), cl le rapport — vers la limite f'{x). Donc, si l’on pose 

y — O dans la formule { i a) , après avoir divisé les deux membres par y*, elle don- 
nera 

(t5) [/(») + »/'(*)][/(*) —•*/'(*) 1 > • • 

Pour que la ctindilion (is) se vérifie indépendamment des valeurs attribuées aux variables 
réelles x,y, il sera nécessaire, ut il suffira, i,° que la condition (i5) soit remplie 
pour toutes les valeurs réelles de x ; s.* qiui l’équation 

43 
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( 5«4 ) 



(16) (Py + Qx) (Py — <?*) =«• 



résolue par rapport à y, ne fournisse jamais do racines réelles qui ne soient, deux îi 
deux, égales entre elles. Ajoutons que la condition (i 5 ) sera remplie, si l’équation 



(17) [/(*) +*/'( a: )] [/(*)—*/'(*)] = o 

admet seulement des racines imaginaires, ou des racines réelle* doubles, quadruples, 
etc... , et si do plus la quantité 



(. 8 ) 



/(o) 



obtient une valeur diftt^nte de zéro. Dans le cas particulier oit cette quantité s'éva- 
nouit , la formule générale 

(19) f(x) =f{o) + xf'[ 0 x) , 

qui subsiste toujours , pour une valeur réelle de 9 comprise entre les limites 0,1,. 
se réduit simplement h 

/(æ) = xf\ 9 x) , 

et la condition (t 5 ), réduite elle-même à la forme 



(ao) 



(/'(«*)]■ — [/'(*)]■> o, 



ne peut être satisfaite qu ‘autant que la valeur numérique de la fonction _/"(*) de- 
vient un maximum pour 2 = 0. 

11 est facile d’appliquer ces principes généraux aux cas oii l’on suppose que la fonction 
J (:) est entière ou même rationnelle, attendu que , dans les deux hypothèses , 1 rs pre- 
miers membres des formules (n), (i 5 ), (tG) et (17) se réduisent immédiatement, ou 
du moins peuvent être réduits J» des fonctions entières des variables x, y , ou de la 
seule variable x. 






La formule (11) et celles qui s’en déduisent ne sont pas les seules qui puissent servir 
à fixer la nature des racines de l’équation (1). En ellel, si, dans celte équation, l’on 
substitue à la fonction langez sn valeur en exponentielles imaginaires, savoir 



(ai) 

on en tirera 
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(2a) 



»*»V^T tjf j/T, /(i] 






puis , en posant t = x -4 - y ^/T 7 , 



(20) 



e — “^(cos2cx -+- j/-i sin 2 ex) : 



i-Q+P v/', 



i+<?-/ , t/ r ‘ * 



linfin , si l’on égale, entre eux les modules des expressions imaginaires qui forment Ici 
deux membres de la formule ( 23 ) , on Irourera 



ou , ce qui revient au inéme , 

(aâ) 






(1 + Q)'+P' 



Or, l’équation ( 25 ) ne pourra évidemment subsister, pour des valeurs de la variable y 
différentes de zéro , si l’on a pour des valeurs positives de cette variable 



(1 -Q)'+P' 



(1 +<?)*+/»• 

et, pour des valeurs négatives de y, 

(1 -Q)'+P' 



> l 



(i + c >)•+/*■ 



< I . 



c'est-à-dire, en d'autres termes, si l’on a, pour des valeurs positives ou négatives de la 
variable y , 

J ( (»-<?)’+*»’ , L 

J j(t+Ç) , + i>* j > ’ 

ou plus simplement 



(26) 



i<o. 

J 



Donc, si la condition (26) est remplie, indépendamment des valeurs attribuées aux vs- 
riubles réelles x ,y, le coefficient de j/T7 sera nul, dans toutes les racines de 
l'équation (1) , et cette équation n’aura pas de racines imaginaires. 

Si la condition (26) était remplie, non pas en général, mais pour les systèmes de va- 
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leurs réelles de x eide y comprises entre certaines limites, on pourrait seulement 
affirmer que l'équation (t) n’admet pas de racines imaginaires, dans lesquelles la partie 
réelle et le coefficient de V/T seraient renfermés entre ces limites. 

L’une des conditions (26) ou (■ ■) sera nécessairement remplie toutes les fois que l’on 
aura 



(*7) 




Eu effet, supposons que, pour des valeurs de x et de y comprises entre certaines li- 
mites, la formule (27) sc vérifie. Alors, ou la condition (sfi) sera elle-même vérifiée; 

ou la quantité — sera positive , et par suite on pourra en dire autant , non-seulement 

p 

do la fraction — , qui , en vertu de la condition (27) , devra surpasser le rapport 




mais encore de la somme 




Or, si l’on multiplie par celte dernière somme les deux membres do la formule (27) , 
on reproduira la formule (11). Cela posé, il est clair que, dans^ine et l’autre hypo- 
thèses. toutes les racines imaginaires de l’équation (1), qui no seront pas de la forme 
±ïl/T, offriront des parties réelles et des coefficients de j/Tf situés hors des li- 
mites données. Si la condition (27) était remplie pour toutes les valeurs possibles des 
variables x et y,' l'équation (1) n’admettrait que des racines réelles, ou des racines 
imaginaires de la forme 

On pourrait joindre aux formules (2C) et (27) une multitude d'autres formules propres 
è signaler dans l'équation (1) , toutes les lois qu’elles se trouveraient vérifiées , l’absence 
de certaines racines. Ainsi, par exemple, comme, en vertu de la formule (24), on 
aura , pour toutes les valeurs do y différentes de xéro , 



(28) 

et par suite 



s»V-a— •»/ Q 1 

4 r / c y -<?)’+*”] ‘ 

Q 1 * 

Ty V4 (> + <?/’+ P ’ ] - 1 (? ) ’•+ P 7 ) > ' ’ 



ou , ce qui revient au même , 




il oit clair que, si la condition 

(*9) 



( î>7 ) 

<* V"[ (>+<?)•+ P’ ] VL O* + ''•]• 



se trouve remplie, indépendamment des valeurs attribuées aux variables i cl r, l’é- 
quation (■) n’aura pas do racines imaginaires. 

• • 

Observons encore que l'équation (*23) , qui peut être présentée sous la forme 

(i + fi/Ti )> - Q* 

(âo) g— ‘J(co»gcx4-|/CT»ingcx) = (t + Qÿj P’ " ” 

entraîne les deux suivantes 



(3i) e-'^cosscat = • 



i -P'-Q’ 



e ~ ’*•> sin icx — 



sP 



(t +<>)’+P* ’ " (l + <?;’+P’ * 

et que l’on tire de ces dernières , combinées avec la formule (a4) > 

i -P‘-Q' . a P 



(5s) cosgex- 



si n c x - 

✓[(.♦<?)*+P*).v'[(i-<?)*+P'] ’ v^(i+<?r+P*].i/[(<-<?)’+P’l 

On aura en conséquence, pour toutes les valeurs de x différentes de zéro. 



(55) 



sr* ~ ex V / [(' + 0)’ + P’]-W , [(*-( , )’+P'] ' 
Donc , puisque le rapport • 



est toujours inférieur à l’unité [abstraction faite du signe], on pourra en dire autant, si 
la variable x n’est pas nulle , de la fraction 



ex ^r(i + Ç)*+P’]V({>-<?)’+P’l 
Donc, si la condition « 

(34) ( J) ’>«•[(> + <?)■+ P’i a* -<?)•+ P'i 

se trouve remplie , indépendamment des valeurs attribuées aux variables x, y, l’équa- 
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tion (i) n’aura pas de racines imaginaires, dans lesquelles la parlic réelle différé de 
téro. 

Kn général , soit 

( 55 ) *[x , y , e*' 1 ' , cos aex, sin tex ) 



une fonction des quantités x, y, e ,e ? , cos 2 ex, sin a ex, qui, per sa nature, doive 
toujours rester supérieure b un certain minimum A , ou inférieure b un certain inaxi- 
• mum B ; et désignons par 

ce que devient l’expressioir (35) , quand on y substitue, pour «’“•> , cos s ex ut sin a ex , 
leurs râleurs tirées des formules (24) et ( 3 »), Il est clair que, si la condition 



(56) 


■H*- j') < J > 


nu 




(3;) 


$ (*> 7 ) > n • 



se trouve remplie pour toutes les valeurs de x et de y comprises entre des limites 
données, l'équation (1) n'admettra pas de racinrs imaginaires, dans lesquelles la partie 
léulle et le coefficient de \/~ soient renfermés entre ces limites. 

Il est bon de remarquer, 1.° que In formule («G) ne peut être vérifiée, sans que U 
formule (29) ne Je soit aussi ; 2.* que les formules (29) et ( 34 ) , lorsqu’elles ont lieu 
simultanément , entraînent la formule (11). 



Au reste, l’utilité des diverses formules analogues b celles que nous venons d’établir 
dépend surtout de leur simplicité; et , sous ce rapport, les formules (26) et (27) parais- 
sent préférables b toutes les autres. 



Concevons b présent que, dans l’équation (1), la fonction 
présente sous la forme fractionnaire 



( 4 ) 

Posons d’ailleurs 




/(-‘J 



soit réelle , et sc 



(38) f(-c+^V ‘) + . F(x+ji/~) , 



r, j, il , -b désignant des fonctions réelles des variables x,y. On trouvera 



( 3 q) 






f( x +yV ü) f(j+yt/~i).F(i-,rt/~i) 

F^+jv/"») ~~ F(ar+yV/3).T(*-/V/r 1 ) 



•S 



Digitized by Google 



(. 3>9 ) 



ou , cc qui revient nu même , ^ 



(4°) 



/(x-fyV/T) 



(r + ,\/7,) (ii-jyr,) nr+s» + (R t - Jr)y/r, 

(fl+éyr.) (fi-éyr.) ~~ R' + S • 



et l'on en conclura 

(40 



Rr + Sa 



Rs - Sr 



R‘+S’’ v fl*+5* 
Par suite, les formules ( 11 ) et (* 7 ) pourront être réduites 4 



(4») 

(43) 

Donc l’équation 

(44) 



fis - Sr 



•<<► . 



Rr + Sa Ra-Sr 



■> O. 



. f (0 

lange* = T(îJ 



n’aura que des racines réelles , si le rapport 

Ra-Sr 

(43) — — 



est négatif; et elle n'admoltra pas do raciné* imaginaires dans lesquelles la partie réelle 
diffère de zéro , si la valeur numérique du uiémcTapport est inférieure 4 celle de la frac- 
tion 



(40) 



Rr+Ss ' 
x 



Il est bon d’observer, en passant, 1 .' que, la fonction F (a:) étant supposée réelle, 
le produit des deux facteurs 



F(ar+yt/T) , F(x — y\/., ) 

est toujours une quantité réelle et positive , égale au carré du modutc de chacun d eux , 
en sorte qu’on a généralement 

(47) F(*+yi/T).F(*-yt/T)>o; 



# 



1 
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( 3»o ) 

j.* que . pour obtenir les binômes 

( 4 «) llr + St, Hs — Sr, 

renfermés dans les formules (4a) et (45) , il suffit de chercher la partie réelle et le 
coefficient de \/~ dans le développement du produit 

,( 49 ) 

Ajoutons qu'en vertu de lu foriuuto (4), l'équation (as) devient 
(5o) 'QV-i F(r) + l/ô f(r ) 

- F(*)+iAf(*r 

Il pourrait arriver que le binôme 

(ai) a F( : ) + t/-f(a) 

fût décomposablc en facteurs imaginaires de même forme que lui , en sorte qu'on eût 
(5a) F (s) + i/7f'(«) = [F.(z) + l/7f.( S )][F,(z) + ✓7f,(*)]... 

Admettons cette hypothèse, et posons en outre 



(55) 



( f .(- I! +,n/ : >) = r * + «• V~ • f»(* + = r * + *> l/ 7 - clc -" > 
j F,(x-+jV7) = /f. + S,l/7. * F,(* +y 1/7 ) = if. + S, ^ . etc.... 



r, , j r, , s, , etc... , /?, , S , j /?, , S, , etc... , désignant des fonctions réelles des 
variables x,y. L'équation (5o) se présentera sous la forme 



( 54 ) 



„. v -r F,(.)+v/r,r,(») F,(*)+i/Tif,(i) 

r,(s)-|/Tsf.(s) F.W-i/Tif.W 



et l'on eb tirera 



(55) 



«“•'-''(cosacxy'., sinuex) 



R, - s, + (5, + r,)\/T, 
VÎ. + s. + té'.-r.Jq/i 



R y - s. + (.V. + r , )t/-i 
5,+r,+ (5, - r,)(/.i 



Enfin , si I on égale entre eut les modules des expressions imaginaires qui formrut les 
deux membres de lu formule (55) , ou plutôt les carrés de ces modules , ou trouvera 
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(56) 



( 3*i ) 

e J ~ («•+*.)■+ c* 5 .-»**)* 



ou , ce qui revient au même , 



(57) 



e~*' r = 1 1 — 4 



R,s,-S,r, 



R,s,-S,r, 



(R,+s.)’*(S.-r,y 



(i»«+S,)* + (<S.*r,)> 



Or, il est clair que l'équation (î) ne pourra subsister, pour des valeurs de y diffé- 
rentes de léro, si l’^n a simultanément , pour des valeurs positives de la variable y 



/?,*, — S,r, < o , fi.t, — S,r, <o, etc..., 

• • 

et , pour des valciq^ négatives de la même variable , > 

R,s, — o, R, s, — <S,r,> o, etc..., 

c’est-à-dire , en d'autres termes , si l’on a , pour dos valeurs positives ou négatives de y, 



(58) 



R,s,-S,r, R,i,-S,r , 

< o , < o , etc.... 



Donc , si ces dernières conditions sc tronvent simultanément vérifiées indépendamment 
des valeurs attribuées aux variables réelles x , y , l’équation (54) n'aura pas de ra- 
cines imaginaires. 



Afin de montrer une application des formules qui -précèdent , considérons l’équation 
que M. Poisson a donnée à la page 5 76 du XIX.* Cahier du Journal de l’Kcole royale 
polytechnique , c'est-à-dire l'équation à laquelle se rapporte la distribution de la chaleur 
dans une sphère composée de deux parties de manières différentes. Si l’on fait , pour 
abréger , 



m 

a 




bt=h, u—k. f»(t+o — •=«. 



celte équation dcvi«£dra 

! [i(i + p)î* — a (h 1)) * coss sin^î 
I — [Xa -f- (X + (*) (A + i)]i*C 0 SIC 0 S(»ï 

. (5g) 

J +[^(^+f*) (4 — t)s’ + *(A — k t))sins sinpï 
! — — 1) — (X -4-n) (A — k 4- 1 ) ] s sine co**j =« , ® 

44 



( 



* 
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( 5« ) 

1 , p , A , k désignant des constantes positives , et « une contante réelle supérieure 
ti — 1 . On aura par suite 



(60) 



F(8) + yAi f(t) (>+f»)î + »v/Ti 



( 6 .) 



F (*) - l/-'i f(r) (X+j«)*- ay/T, 
les valeurs de F (a) et f(r) étant déterminécs'par les équations 
F(a) = Xî[îcosî + (fr — i) sina] , 

♦ 

f(s) =ss cosi + [h — i) sim + h (s cos s — sina) . 

Or, si l'on attribue h F(î) , f(î) ces mêmes valeurs , et si l’on lait , pour abréger, „ 

* * • 

x y — w » x — yv^ ~ v » 

le produit (4^) se réduira évidemment h • 

(6„) f(u)F(v) = 

) j [aco»a+(*- 1) sinul t;»coss;-*-(* - s) sin «?]+ A (« coau -sin “) (eeosr ^ aine) | 
j /«*>■-«— *r sinaa>\ j 

— UAU*— jr^-Jainusinu + u*^ ^ V-ï TT)]' 

« , 

De plus, si l’on divise par y le coefficient do [/^X dans le produit en question, 

l’on obtiendra pour quotient la somme des trois quantités 

• • 

^ 63 ) — X[ucosu + (fc — t)sinu]|> cosv -+- — i)sinu] , 

(64) — XA(ueos« — sinu) («cosv — sintt). 



( 65 ) Uh j s int 4 wî V -«i» 2 ^^| j! 2 ^-co.t®-(É-+^) — 

Knfin , il est clair qu'en vertu do la formul<^47) » produits (60) et (64) » dans les- 
quels les coefficients do — X et de — XA coïncident avec loi carrés des modules 
des expressions imaginaires 

(* -\-y\iK) cos(* +y.\/xx) + (*—•) **° {n+yV^) > ^ 

• (a: +y\/~X) cos (x+y\/T t ) — .sit^x-t-y y/T) , 
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seront toujours des quantités négatives; et, quant au 'produit (G 5 ) , comme on pourra 
le présenter sou» La foi ino 



— HA 



y * 



«r-z-r ] 


1 e>+t-r 


| + **| 


f »«-»-*/ 


» y 


(a 1; J 


I 4 / 




il sc réduira pareillement, dans tous Ica cas, à un» quantité négative. Donc la* condition 
(4a) sera vérifiée pour les fonctions F (:) , f(î) déterminée» parles équations (61). 
D'ailleurs, si l’on remplace F(ï) par (l-j-p)*, et f(ï) par* », In qpndition 
(4a) , réduite à ^ * 

— « <• , 



sera encore vérifiée , si » est positif. Donc alors elle sera remplie, pour les deux facteurs 
qui composent le second membre de l'équatiou (60) , ou, en d’autres termes, les candi- 
lions ( 58 ) seront satisfuiles pour cette dernière équation. Donc, lorsque la constante z 
sera positive , l'équation (6o) n'admettra pas de racines imaginaires. 

Revenons maintenant à l'équation (89). Cette équation pourra être réduite 5 



( 60 ) 



tangua = 



Q + P)»f(«) + «F(») 

(Hp)*F(»)-«f(*) 



les vdleurs de f(s) et de F(i) étant toujours déterminées par les formules (61). Or, 
si l’on nomme PzizQ\/yi le résultat de la substitution de cezhjry/' ~ à la place 
de z, dans le second membre de l’équation (66) , la différence 



(67) 



P _ Q_ 

* J 



ne sera autre chose-que le coefficient de %/TT dans le développement du produit 



(08) -?-(*+j V /-)(P-Q^-) = ~u(P-C> v r 7). 



On aura d’ailleurs 

{ 69 ) 



u{P-Ql/~} = u 



(t+ji) rf(r) + »K(r) 
(l+f»)eF(r)-a f(r) 



puis , eu ayant égard aux formules (6 1) , et faisant , pour abréger , 

(7°) [(* + !*) “F(u) — af(«i)] [('* + f*)»F(t>) — «f(t>)) = A’lit>, 
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on trouvera 



C 5*4 ) 






(7.) K’a(P — Q|/!ï)= [o + p)f( v ) + *-~ |(l + p)«-IÜI-..f(a)j 

= îp+pj^x+jl/Ti)* j [acosu+(t-i)»ina][»coart( 4 -i)aior]+A(uco»«-»inu)(rco«-*inr)-ttjinujinr ! 

( ç 1 n *> t j « *• 9 y \ 

— — + — 3 — ^-(»+fW(«)f(*) 

+ X*(l ■+■(*) “(* + / ^/!T)’ lu cosM -f- (k~— 1) lin u] {y coso -f- (k — 1) sine] 

— la* j [ueosa + (jt-i) sinuj [r cosv + (t-i) sine] + A (ucosiî-sinn) (ccope-sinr) -* Asinu jinr j 

, I sinaa t'y-t-'* , \ 

— Xa>AA(æ+^ V /7)^— l/Tj . 

et par suite 

( 7 *) K' — — j = s X ( X - 4 - f») + [bcosu4-(4-i) sinu][t)coit>4-(4'i)siuii] 



-j-sl(l+u )*4 ( u cos a — sinu) (t> cost. — sin v) 



( <r’ r -e — * 


sin a x 


\ ky 


a x 



Met l«*j 

■ X(> -+- p)’*A j^uv — j- — ° * - j — s sin « sin v J . 



Or, il est clair quo des quatre produits, renfermés dans le second membre do l’équation 
(79) , les tro]s premiers restent positifs , toutes les fois-que les quantités >, p , A , k et 
1 4 ~ « sont elles-mêmes positives. Ajoutons que l’on peut en dire autant du quatrième 
produit, dans lequel le facteur 



[c'r-e-'i f 


, sinax^ 


1. 4 y 


h ) 



| -asinusint)T=(x’-f-j'’) ^ 

M' 



(‘ ,r -‘-' r j 


sin ax \ 


/«•r+s—r 


\ ky 


ax / 


\ » 



= x' -| x sin nx + cos ax — 1 •+■ 





.JL 


sinax 


5 


a 


ax 



-- + 



(V) 4 



a p i.a. 3.4 5 



+ 



(aj’)’" 

i. 3.3... an 



an + i 



+ 



an 

T 



4* etc. 



est encore positif, attendu que l’on a, pour des valeurs quelconques de æ, et pour 
une valeur de n égale ou supérieure au nombre a , 
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, _ sinaxt , 

2 -f- COS 2 X 0 dx > O , 

a* I 



a n+ 1 



i >o. 



( 3a5 ) 

* 

( 7 3 ) œ' + — ®sin s® -f- cos ai — 1 = J* & ^ 

(74) 3 - + 7 ~^ = -J (*’— *tn’*)rfa >>o, ( 7 5) 

En effet. la coudition ( 7 5 ) est évidemment satisfaite, dès que l’on suppose n > a. De 
plus, pour établir les formules ( 7 5 ) et ( 7 4) , il suffit d’observer, i.* que la fonction 
x' — sin*® est toujours positive; a.* que l’on peut on dire autant de la fonction 

■ , sinsx 4 f* / * \ . 

a + cos a * — 3 — - — — — / i sin’xrf®, 

a * \ langx) 



lan gJ 



-, depuis *==o. 



qui s’évanouit pour ®=;o, croît, ensuite, avec lo binôme i 
jusqu'à x = — , et reste supérieure, quand on prend x > — , à la quantité 

5 

* — i > o. 

ir 

Il suit de ces diverses remarques que la condition (s 7 ) sera vérifiée pour l’équation 
(66) , tant que les quantités 

/*» A et i -|- x 

resteront positives. Donc l’équation (GG) ou ( 5 g) n’aura p 3 int, dans l'hypothèse admise , 
de racines imaginaires , à rnoius que ces racines ne soient de la forme y . 

Il reste h savoir dans quels cas on pourra satisfaire à l’équation ( 5 g) ou (Go) , en sup- 
posant .• ” 

W î=;TV/T. 

Or, celte supposition réduira l'équation (60) à 

(/7) — r(ri/~.) + t/--.f(rt/-1) 

F (-r J - i/ r » f Cj' 

puis , eu prenant » — S — 1 . et faisant , pour abréger , 

/«sr-s-sr , X ttr+g-ny 

l 

m 



f try-t- 

\ a py 






»y-c-y 



t>-e~ 






-) 



+ k *y-e-y \ • 

apy \ a ay ” 
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on tirera de la formule (77)^ 
*<79) ty = —(*+») 



1 tH+ê-rr 


eHr-t-ry \ 




\ a 


/ 


\ » 1 



1 k . ■e/'f + t-** 

~h M' + J*)/ 









»* - t~* 

*7 



— A 



(. tïr+ç-j 



ajf 



i^L +H x +r)r .J^C^\. 

3; <jr ' r,J » f ty I 



I)e plus, comme clmctmo des quantités 

cn-t-r* e>+e~y ti-t-r- efr+t-rr 



*ï 



i p.r 



*7 






est nécessairement positive, il est clair que, datas la formule (79) , le coefficient Y de 
0 sera positif, pour des valeurs positives de 1, p, h. A, et le seçond membre 
négatif. Donc alors celle équation no pourra subsister, h moins que l’ou n’ait 9 < 0. 
Donc l'équation (5y) ou (60) n'aura point de racines imaginaires, si les quantités 



(80; 



X, p, A, A et 0 = i-f-a 



sont toutes positives; co qui a effectivement "lieu , dans la question de physique mathé- 
matique il laquelle cette équalion se rapporte. . 

Il tic sera pas inutile d'observer que l'équation (5g) , dont toutes les racines çont 
réelles, comprend, comme cas particuliers, d'autres équations plus simples qui jouissent 
de la même propriété. Aiusi -, par exemple , si l'on pose Successivement 



on en tirera 

(80 



* h = oc f A = oc , 



(tangs 




taugoiz — 






(Si) 



tangue = 



(l + p + Xa) t 



Ou trouvera, au contraire, eu posant h — o et A = o 
(83) ( tan 8* ~ :v ) ( lan 8 ♦ — - ) = 
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( 5*7 ) 

Les trois équations précédentes peuvent être réduites h celles que nous avons déjà con- 
sidérées dans les paragraphes 9 et 4. 

On trouvera encore, en supposant « = 0 , 

,84) **’ cos* stops - (A+i) *cos*cosp*+i(A - 1) ssint sin uir (A - A + 1) sinscosut = 0 , 

en supposant « = » , • 

( 85 ) ** ’ cosjcos,uï + ( A + i)*cosîsin(i* + l(A - 1) * sinicosùr - (A - k+ 1) sin* sin(«* = o , 

en supposant p = 1 , 

[ X(i + tt )(4_,) î . + a (A_A + ,)], ang .. 

— a (A l) — \*(t — 1 ) H— ( ^ u.) ( A — A + l)]i langr 

enfin, en divisant par h, et supposant 4 * = o, — =1 , 

h h 

X *f- n 

(87) tangfi* 4- 1 tang* = p- * (1 — 1 langr. tanguî). 




ou, ce qui revient au même, 

( 88 ) 



languz + l longs ' 1+ft 
1 - llang* tangpt 1-8 



Chacune de ce* diverses équations a toutes ses racines réelles, lorsque les quantités (80) 
sont toutes positives. De plus , si, dans la formule (88) , on pose, successivement s — 1 
® , on obtiendra les deux équations 



( 89 ) 

( 9 °) 



1 — 1 tang: tangua = 0 , 
tang p * > tang ;* =0, 



* 

dont toutes les racines seront réelles , pour des valeurs positives des constantes i et j, ; 
ce qu’il serait facile de prouver directement, à l’aide de la condition (*6), qui se 

trouve vérifiée quand on prend pour ^(a) une des deux fonctions 

* <8 



X lang î 



— * tangr , 
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( 3*8 ) 

Considérons encore l’équation 
(91) aîsm; = c 

qui peut être présentée sous la forme 
(<fs) tangr = 1 

On aura, dans ce cas particulier, 

l * f " 

p . Q 

* y 



— 



éïî+V'-' 



an + — 
• y 



a* x* + 

' •• 

et par conséqucn^la formule (*■) se trouvera réduite il 



(9 3 ) 



, sa+ — > o. 

y 



De plus, comme, en prenant r z=y y/77 , on tire de l’équation ( 91 ) 



(94) 



ae- r 



y («r -«->•) * 



il est clair que, si l'on attribue à U constante a dos valeurs positives, l’équation 
(y 1 ) n'admettra point de racines imaginaires de la forme y \/~ï : D’ailleurs, dans 

celte hypothèse, la condition (y5) sera vérifiée , pour toutes les valeurs positives de 
la variable y , et pour les valeurs négatives de la même variable situées entre les 

limites — sa, J- , Donc alors, dans toutes les racines imaginaires de l’équa- 
tion (gi) , le coefficient de sera nécessairement négatif, et renfermé entre 

les limites o, — — - . Ajoutons que cette équation , qui peut s’écrire comme il suit 



(9 à fr 



a t siu i — cos z -(- p/77 siu s — o , 



aura une seule racine réelle, savoir i=^-, ou n’en aura aucune, suivant que le 



rapport 

quelconque. 



sera ou no sera pas de. la forme nr, n désignant un uonibrc. entier 
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( 3*9 ) 



g 7/ Sur Us racines de l'équation laug Z — f(z), dans laquelle Z et /(;) 
désignent deuj: fondions distinctes de la variable z . 

Soient Z, /(.-) deux fonctions quelconques de la variable z, et considérons 
l’équation transcendante 

(i) tang Z = f(t), 

que l’un peut aussi présenter sous In forme 



tangZ — /(*) = o. 



Il est facile de voir que cette équation aura une inimité de racines réelles, si, les fonc- 
tions Z , /'(;) étant supposées réelles, les racines réelles de l’équation 



( 3 ) 




sont en nombre fini; et si de plus, tanJis que la valeur numérique de z devient très- 
grande , la fonction Z s’approche indéfiniment, en restant continue, de l’une des 
limites — » , -f- ae . En effet , concevons que ces conditions soient- remplies. Alors, 
si l’on désigne par » un nombre entier très-considérable , on pourra satisfaire par des 
valeurs réelles de z, soit aux deux équations 



( 4 ) 


Z = ( rt — t) * ’ 


Z = ( n + T)*’ 


soit aux deux 


suivantes 


• 


(*> 




Z =-( B - 7)- 



et , si l’on nomme les valeurs dont il s’agit, il suffira de faire varier z entre 

les limites pour que le premier membre de l’équation (s) passe de l’infini 

positif h l’infini négatif, ou réciproquement. Donc ce premier membre s’évanouira dans 
l’intervalle , et l’équation (1) ou (a) aura au moins une racine réelle comprise entre les 
limites ; = z=ez,. Donc , puisque le nombre » croit , avec les valeurs numé- 
riques de t , eide z, , au-dclè do toute limite, l’équatiou (i) admettra uueiufiuilé 
de racines réelles. % 

On ne pourrait plus en dire autaut , si , pour de très-grandes valeurs numériques de 
la variable z, la valeur numérique de la fonction Z ne pouvait surpasser une cer- 
taine limite A. Ainsi , par exemple , dans l’équation 

45 
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( 53o ) 



(«) 



(> + *’)(«+*’) ’ 



qui! fournit la théorie de l’équilibre d’une masse fluide homogène douée d'un uiuine- 
inent de rotation , la valeur numérique du la fonction 

7 — _lizil±iLL_ 

7/ " (i + **)(9+**) 

ne peut surpasser un certain maximum 

i , soi... = (0,7649...) — , 

correspondant à la valeur réelle 9 , 828 . . . de la variable : , c’cst-i-dirc , <1 la racine 
réelle de l’équation 

( 8 ) 81 + 99*’ + 43*f— 7 s *=°. 

. • 

Par conséquent , dans l’équation (6) , la valeur numérique de la variable : supposée 

réelle . ne peut surpasser le nombre 

tang^C”, 49*) = s,583 .... 



D'ailleurs . si l’on présente celte équation sous la forme 



(fl) 



(i+s’)(9 + s>) 



arctangc 



O , 



on reconnaîtra que le premier membre , qui s’évauouU pour 3 — o , et qui a pour dé- 
rivée la fonction 



8 i + t)1) ;» + ; i3s<- 7 sft ■ __ 8s<{3-«» ) 

+ + l + î’ ( I -t-** + 

décroît depuis i = o, jusqu’à s = ^/T. obtient , pour z = j/T = ' , 73 a • • • . 
une valeur minimum qui est nécessairement négative, ot crott ensuite depuis i = 1 .jïï... 
jusqu’à 1 = 2 , 585..., en passant du négatif au positif. Donc l’équation ( 6 ) aura une 
seule racine réelle, comprise entre les limites 1 , 75 a... et 2,585...; ce que M. La- 

placo avait déjà prouvé, mais par une nuire méthode, dans le second volninc de la 
mécanique céleste. La racine dont il s’agit a pour valeur très-approchée le nombre 

2,5*92 .... 
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( 33 1 ) 

Revenons maintenant au cas où le* fonction* Z , J'{i) ont de* valeur* quelconque». 
Alor*, si l'on remplace : par as +y\fZ , a» et y étant de* variable» réelle», on 

pourra Mippowr 

( 10 ) Z.-M + N\/-, f[x+?\/-) = r + Q\r7 . 



M.N.P.Q, désignant des fonctions réelle* de» variables -r . y; et PéqualioA (i) 
donnera 

shiï,V+ — \ \/~i 

(il) P -f- Qy/^[ = tang (M ■+• fl v^-î) = 

coj a 

»u , cc qui revient au même , 



M+ 



(«•) 



P = 



a sio a H 

*•*+3 cosa.t/ + e~ * 



Q = 



r’-'+acosaâf + <”*’ ’ 



puis , en attribuant aux variables x, y, de* valeur* tjui ne vérifient pas l’une des éqna- 
tion* 

(i3) M~ o, (i4) N = o , 

un conclura des formules (ta) 

sinaM Q *•».«-»* P 
aAf ~"N ~ Â/V M ' 



Or, celte dernière équation ne, pourra évidemment subsister, ai las fouettons J/, A , P, V 
sont telles que, pour toutes les valeurs possibles des variables réelles x , y , la valeur 

Q ■ p 

numérique du rapport — - demeure constamment inférieure à celle du rapport -gi 
ce qui arrivera, si l’on a constamment 



(. 6 ) 




o . 



Doue , si cette dernière condition est Térifiéc indépendamment des valeurs attribuées 
aux variables réelles x,y, alors, dans chacune des racines de l’équation (i) , la partie 
réelle x , et le coefficient y de vérifieront certainement ou l’équation (i3) ou 

l’équation (i4). 

Si la condition (iS) se trouvait vérifiée, non pas en général , niais simplement pour le* 
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( 33 * ) 

systèmes de valeurs réelles de x et de y, compris entre certaines limites , ou pour- 
rait seulement affirmer que , dans chacuno des racines de l’équation (i) , la partie réelle 
et le coefficient de y/~ sont situés hors de ces limites, toutes les fois qu'ils ne véri- 
fient pas la formule (iô) ou la formule (i4). 

Concevons maintenant que l’on tire de l'équation ( i ) la valeur de l’exponentielle c* x y/ * , 
on en conclura 



07) 



lZy/~_ l+t /"■/(«) 

- .-iAï/(,) * 



puis , en remplaçant i par x y y “ , 



(•») 



«"‘"(co ** U -f- sina M) = 



i-Q + Py/Ti 
, + Q-Py/-, ' 



Si de plus on égale entre eux les modules des expressions imaginaires qui forment le» 
deux membres de l’équation (18) , ou plutôt les carrés de ces modules, on trouvera 



("J) •-** 

D’autre part , si l’on désigne par 4 
de la formule (4g) du § 6 , 



~ ll + <?)’+é” 

un nombre inférieur b l'unité , on aura , eu vertu 



— 4 v 

e = i 



— 4iVe 



— iOX 



-V 



A _ ' I 

— 4iV (' 




Par suite, on tirera de la formule (tg), en supposant la valeur de 

y.éro , 



(so) 




(i-Q)' + P' — 49A' 

(i + Qy+p* ~ e >0 



y 



différente de 



ou, plus simplement. 




Donc, si la condition 



(ai) 




. t 

se trouve remplie , indépendamment des valeurs attribuées aux variables x , j , alors , 
dans chacune des racines de l’équation (t), la pallie réelle et le coefficient de j/TT vé- 
rifieront nécessairement la formule 
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( 553 ) 
A' = o . 



Si la condition (21) sc trouvait satisfaite, non pas en général, mais simplement pour 
les systèmes de valeurs réelles de x et de y comprises ontre certaines limites , on 
pourrait seulement affirmer que, dans chacune des raciues do l’équation (1), la partie 
réelle et le coefficient de \/~ sont situés hors de ces limites, ou vérifient la formule 

(» 4 )- 



L'une des conditions (16) ou (ai) sera évidemment remplie, toutes les fois que l'on 
aura 



(as) 



a/ 



Q_ 

N 



> o. 



Donc, si celte dernière condition est satisfaite pour toutes les valeurs réelles possibles 
des variables n oty, l’équation (1) n’admettra que des racines pour lesquelles l’une 
des formules (i 3 ) et (i' 4 ) sera vérifiée. 

Si la condition (22) était satisfaite , non pas en général , mais simplement pour les sys- 
tèmes do valeurs réelles de x et de y comprises entrdtccrtaines limites , on pourrait 
seulement affirmer que, dans chacune des racines de l'équation (1), la partie réelle et 
le coefficient do sont situés hors de ces limites , ou vérifient l'une des formule» 

(i 5 ) et (i4). 

On pourrait encore , par des raisonnements semblable» à ceux dont nous avons fait 
usage dans le § G , découvrir une multitude de formules analogues aux formules (16) 
et (21) , cl qui seraient propres à signaler, dans l’équation (1) , toutes les fois qu’elles 
sc trouveraient vérifiées , l'absence de certaines racines. 

Pour appliquer les principes exposés dans ce paragraphe il un exemple , considérons 
en particulier l’équation 

(xâ) tangî» = s, 

it laquelle on ne peut évidemment satisfaire que par des valeurs réelles de 1, ou par 
des voleurs imaginaires dans lesquelles la partie réelle diffère de zéro. La formule (2 1 ) 
et l’équation (i4) donneront respectivement 

(* 4 ) *<0, ( 25 ) xyx=o, 

et l'on en conclura que , dans chacune des racines imaginaires de l’équation (x 3 ) , la 
partie réelle est positive. Si è l’équation (a 3 ) on substituait la suivante 



(26) 



langï* = zj/T , 
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alors les formules (si) et (i4) donneraient 

(*7) y< «• (*8) xy = o; 

et , comme évidemment l’équation (j6 ) n’a point île racines réelles , on serait amené » 
conclure que le coefficient de est positif dans toutes les racines de celte équa- 

tion qui ne sont pas de la forme y . 



jj 8.' Sur les racines de C équation e 7 '^ ’ J (z) . 

Soient toujours Z , f(z) deux fonctions quelconques de la variable ï. Consi- 
dérons d’ailleurs une équation transcendante qui renferme les lignes trigonométriques 



sin Z — 



- , cos Z = — 



a 



r . sin Z 

. U»ngZ= , etc... i 

° cos Z 



et supposons que cette équatLau , résolue par rapport à l'exponentielle c Z ^ ‘ , se ré- 
duise à 



(>) 



e Z ^' = f(z). 



Si l’on y remplace : par x -j- y ^/TT , a: et y désignant deux variables réelles , on 

trouvera , en* adoptant toujours les notations du § 7 , 

(*) • e < v+A V'>^" = /»-j-^ t /rr , , 

ou , ce qui revient au même , 

(3) e-*(co»Jf + i/n»ütM) = P + Qx/~: 
et par suite 

( 4 ) t~’ S =P' + Q‘. 

Or, on conclura de cette dernière , par des raisonnements semblables à ceux dont nous 
avons lait usage dans le paragraphe précédent , que les valeurs des variables x , y tu 
riftent la condition 

1 - [“-Q' 



toutes les fois qu’elles ne réduisent pa» à zéro la fouction /V . 



Donc , si lu condition 
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P* + Q»- i 

.Y 



> O 



te trouve remplie , indépendamment des valeur» attribuées aux variables x , y . alors , 
dans chacune des racines de l'équation (i) , la partie réelle x et le coefficient y de 
V/T vérifieront nécessairement la formule 

(6) N = o , 

Si In condition (5) sc trouvait satisfaite , non pas en général , mais simplement pour les 
systèmes de valeurs réelles de x et de y comprises entre certaines limites, on pour- 
rait seulement affirmer que . dans chacune des racines de l'équation (t) , la partie réelle 
et le coefficient de i/T7 sont situés hors do ces limites, ou vérifient l'équation (6). 

Il pourrait arriver que la fonction /*(:) lut décomposabic en plusieurs facteurs , en 
sorte qu'on eût 

( 7 ) /(*)=/.(*);/.(*)•/»(*)•••• 

Admettons colle hypothèse, et posous en outre 



(») f.(*+y)/-) = P>+Q.\r- T. f.(*+rV~) = P, + Q,\/- . etc...,- 

P..Q.I P*.Q,, etc..., désignant des fonctions réelles des variables x,y. E’é- 
quation (i) se présentera sous la forme 



( 9 ) 

et la formule (5) deviendra 

(10) 






/.(*>•/.(»)■/»(*)■.■. 



(p.’+Q.')(p,’+Q,y 

A' 



> o. 




Or , cette dornière sera évidemment vérifiée , si l’on a constamment , pour des valeurs 
positives de iV , 

(ii) P,’+Q.'>i. P,'+Q,'> i. etc...; 



et, pour des valeurs négatives de N , 

(»*) /».*+<?.•< ». P.'+ (?.'<!. etc...; 

e'est-è-dire , en d’autres termes, si l'on a, pour des valeurs positives ou négatives d« la 
fonction N , 



Digitized by Google 




( 556 ) 



(•5) 



P, ' + 1 

N 



> o , 



PS+Q ,'- 1 

y 



> °> 



etc, 



Donc, si Ces dernières conditions sont vérifiées, indépendamment des valeurs attribuées 
aux variables a:, y, alors, dans chacune des racines de l'équation (t) , la partie réelle 
x, et le coefficient y de i/7T . vérifieront qéccssairemenl la formule 



(.4) A' = o. 

J 

Si l’on tirait de l’équation (t) la valeur de tangZ , on trouverait 



(■5) 



tau g Z=— r 



L/Ml--» 

[/(=)]*+» 



puis on en conclurait, en remplaçant i par x-\-y \/ TT , 



(» 6 ) 



» P'-Q’-t+tPQlTi _ i {P'-Q')'-(i-iPQyr,)' 

tang +" v 7 ')— y/-' p,.Q,+ l+2 pQ\/7, y/~, (P”-(?' + i)'+4P«é)- ' 



ou , ce qui revient au même , 

sinaM + 4* , <? + [»-(P- + <? , )*lV'-‘; 

( 17 ) 7 ’ 

cosad/ + ^(«’''+*-’'')4/i (i>’ + <?- + i)- + 4P*<?’ 

Cela posé, en raisonnant comme dans le § 7 , on prouvera que la valeur numérique du 
rapport 

4P<? 

M 

doit rester inférieure k celle du rapport 

N 



pour toutes les valeurs des variables ao, y qui ne vérifient pas l’une des équations 
( 18 ) M — o, A = 0 . 



Donc , si l’on a , pour des valeurs de x et de y comprises entre certaines limites , 



(»9) 



I 4 PQV^ 1 -(P’+Q')' )• 

l " ) ' A ) ' 
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( »7 ) 

alors , dans loutes les racines de l’équation (i) , la partie réelle et le coefficient de . 
devront être situés liofl de ces limites, ou vérifier l’une des équations (18). Ajoutons 
que l’une des conditions ( 5 ) ou (19) sera nécessairement remplie, si l’on a 



(**>) 



l\PQ /'• + (>*- 1 
.1/ ■ + \ 



On pourrait encore joindre aux formules ( 5 ), (19) et (ao) une multitude d’autre* 
formules qui seraient également propres h signaler , -dans l'équation (1^, l'absence de 
certaines racines , et que l’on découvrirait & l'aide de considérations semblables h celles 
dont nous avons fait usago dans le § 6. Au reste, l’utilité de ces formules dépendrait 
surtout de leur simplicité; et, sous ce rapport, les conditions ( 5 ), (19) et (90) paraissent 
devoir être employées de préférence. 

Pour montrer une application des principes ci-dossus exposés, supposons que l'équa- 
tion (1) coïncide avec la suivante 



z+o\/T, z + 4j/r, r+cj/r, 

j-nj/r, t-by/T, t-rÿTi ’’’ ’ 



n,6, «... désignant des constantes réelles. On aura, dans celle Jiypotbêse , 
(as) il — x, N=y. 

De plus, les conditions (t 5 ) donneront simplement 

(e 3 ) n > o, 4 >o, e>o, etc...; 



et par conséquent, si les constantes a , b , c. . . . sont toutes positives , l'équation (a 1 ) 
n'admettra pas de racines imaginaires. C’est ce qui aura lieu en particulier pour les 
équations 



( 94 ) 



( 






i -«[/■! 



î + nÇ/ü s+ij/T, 

z-ay/ 7 , t-by/ 



*</•> : + nt' 1 r+«l/T, i + 

e = — , etc. , 

i-«t -, .-b |/T, i-c\ / . 1 



qui peuvent s’écrire comme il suit 

, .. 1 a 1 (a+b): 1 (« + 4 + c)s»-«/»r 

(90) tant — s = — , tang — s = — y, lang — : = — -Z — - . etc. 

K ' ° h ; ° a c a r (z % -ab-ac-bc) 



4 <> 
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Si Ton supposait , dans l’équalioo (i) , y*(î) = o# alors , cette équation étant réduite 
à la forme • 

(26) . c zvr “"'=o, 

l’équation (4) donnerait et par conséquent 

(«7) N = oc . 

• 

Si celle dcrniift'c no peut être vérifiée que par de» râleur» infinie» (les variable» x et y, 
i équation (sC) n’aura point do racine* finie». C’est ce qui arrivera, si l’on prend pour Z 
une fonction entière de z , soit réelle , toit imaginaire. Ainsi , par exemple, le» équa- 
tion» 

(s8) <*^‘ = 0, e*=o, e*' = o, etc..., 

que l’on déduit de la formule (26) , en posant successivement 

Z = ; , Z = — zv/T, Z = — i'i/T t , etc..., 

sont du nonibro de celles qui ne peuvent être vériGées par aucune valeur finie réelle ou 
imaginaire de la variable z. 

Post teriptum. Après avoir terminé les premiers paragraphes de l'article qu’on vient 
de lire , nous avons reconnu que , pour démontrer, comme on l'a fait plus haut [pag. ôoo 
et ôoi], la réalité de toutes les racines de l'équation tangz=az , dans le cas où 

l'on suppose — < ■ , il suffit de développer une observation de M. Fourier. En 

effet, dans le chap. V de sa théorie de la chaleur (pag. 56 C) , ce géomètre indique la 
substitution de x -\-y\/~7 , au lieu de z , comme propre è constater , dans le cas 
dont il s’agit , l’absence des racines imaginaires. Quant à l’idée qu’a eue le même géo- 
mètre d’appliquer aux équations transcendantes des règles établies pour les équation» 
algébriques , elle donne naissance è plusieurs difficultés dont l’examen pourra faire quel- 
que jour le sujet d’un autre article. 
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USAGE DU CALCUL DES RÉSIDUS 

POUR DÉTERMINER LA SOMME DES PONCTIONS SEMBLABLES 

DES RACINES D’UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE OU TRANSCENDANTE. 



Supposons que l'on d&igne par x , y deux variables réelle», par * = a: + 
une variable imaginaire , et par f (s) , F (s) deux fonctions quelconques de s. Soient 
de plus 

(t) ti » t» » » i • t» i 

celles des racines de l'équation 

(s) F (t) = o , 



(Inns lesquelles la partie réelle demeure comprise entre les limites x, , X , et le coef- 
ficient de v^r entre les limites y,, F. On aura , en vertu des principes du calcul 
des résidus , 

r x f(,) f(«.) f(«Q . ■ f(s.) 

(3) sA.((F(0)) 

Le second membre de l'équation (3) est évidemment la somme des fonctions semblables 
de plusieurs des racines de l’équation (s). Si l’on veut que les différents ternios, dont se 
compose cette somme, se réduisent aux valeurs particulières do la fonction v ( î) qui 



correspondent à s = t., il suffira de poser 

(4) -p^j = T(*), f(.) = t(*).F», 

ou plus généralement 

(5) f(») ~ t(*)F'(*) — +(*)F(*) , 



y (s) désignant une fonction de s qui ne devienne pas infinie quand on attribue 
& la variable s une des valeurs î, , n, . Cela posé , on trouvera 



(6) 

et 




T («)•?'(») 
((*«)) ‘ 



a 
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» 



■( *4° ) 



(7) 



?(*.) + ?(*.) + •». 4- t (-.) =_ l lVem 



I.m formules (0) et (7) s’étendent an cos mémo où l’équation (*) aurait des racine* 
égales. Supposons en effet que les racines deviennent égales entre elles , 

et désignons par ? leur valeur commune. Les fonctions 



s’évanouiront pour 



F(:). F '(s) , , F'(a) FC— •>(«) 

î = S , et le rapport 



PÎ5+Ô 



étant développé suivant les puissances ascendantes de 
produit 



♦CO 



».a.3.«.(»-i*) 



1 . a. 3. . . ( n - 1 ) n 



F<«>(ï) 



FC»)(c) 



t . aura pour premier terme le 



n 



* 



»(5>- 



Donc le résidu de lu fond ion 






?(*)*"(») 

F (4 



correspondant h la valeur 
réduit la somme 



î = î, sera précisément le produit n-, (;) , 
ÿ (-•) -H y (-») +••• -h v (=.) 



auquel ou 



en supposant Le même raisonnement est opplieablo.ii la for- 

mule (7). 

Si l’on admet que la série (1) comprenne toutes les raciucs de l’équation (*), ou 
pourra prendre 

x„ — — », X — x , y* = — », . y — ac ; 



et les formules (G) et (7) deviendront respectivement 



(«) 



t(* 



.) 4- ?(*.) + ••• +?(i.) 



_ r 0 

^ ((F(*)))' 



(9) 



ï( : 0 4* r (->) 4* ■ 4- t ( : «) = £- 



(( t (4 )) 
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Il importe d’observer que la* équations (G), (7), (8), (9), peuvent être en général 
présentées sous les formes 



10 



t( .0 + UM + -. + UM-X(W))-X i!ti ^P- 



_ x , r ((TtO^O-^OFt*))) 

^ Y 



»o w y. 



F(») 



(•*) »(«.)+(*)+-+*(«-)=£ (i i ( y ))-^ - ((rf TM ,)M * 

(.5) r(*.) + (..)+...+,(..)=£ 

_ r ((?(r)F'(»)- KQF(r) )) 

F(*) 

Ajoutons que, si le résidu de la fonction 

•(tMt) .(tMtHïWt) 

(i/,) — , ou (i5) 



î,f (t) 



j'F 



(t) 



correspondant il une valeur nulle de i , sc réduit à une constante déterminée , on 
tirera de la formule (is) ou (i3), combinée avec l’équation (G) de la page 1 54 > 

)FY— ) .. ((»(») F'(t) )) 

(tG) ?(ï.) +ÿ + ? (*») = «£- 1 f è- . 

((*’)) f (t) f(!) 

ou 

.... r »(t)v(t)-Ht)'(t) 

t'7> ïl-) + ?{*>) +”■+»( — ) — «-/ 

C(*’» f (t) 

a • r ((?MF'(ô-V(*)F(0)) 

vJT) 
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Le» équation» précédentes se simpliiient dans plusieurs cas qu’il est bon d'indiquer. 
Ainsi, par exemple, lorsque la fonction 



(.8) »(*)F'(.) 



C» 9 ) 



»(*)F'(*)-*(*)F(*) 



conserve une valeur finie pour toutes les valeurs finies réelles ou imaginaires de ; , 
on tire des équations (10) et (11) 



(ïo) 






des équations (ta) et (i 3 ) 

(**)' »(«.)+•(*.)+- +»(*-) = £ 

ou ^ * 

(*5) f(*.) +?(*.)+••• + »(*-) = £ ( ( f ( ,)F ( p(?) (,)F(t) )) > l 

enfin des équations (16) et ^ 1 7) 

Ÿ (-L) F '(-L) 

(*4) t(«.) +»(«.) + - + »(»-) = £ 

((«*)) F (-» 



(*5) 



»(*«) + ?(*•)+••• +?(*») = «£' 



’(T)^(i)-+(r)r(T) 



((**)) F (ÿ) 

De mémo encore , si le produit do la variable z par la fonction 

ï(*)F'(») 



(» 6 ) 



F(0 



(*7) 



ÿ(*)F'(«)-h*)F(*) 

F(S) 



s’évanouit pour des valeurs infinies réelles ou imaginaires de z , le résidu intégral de 
cette fonction s’évanouira, et l’on tirera de la formule (ta) ou (i 3 ) 



(» 8 ) 
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' \ ,> r (wor'io-tio^ir 

(*<j) »(*«) + ?(*.) + ••• + ?(*«; — — C - — — — 

Si les deux fonctions F'(î) et |(i) conservent des valeurs finies , pour des valeur» 
• quelconques de on aura évidemment 

• i ((,.(■> ». 

et par suite l’équalion (v 8 ) ou ( 19 ) donnera • 

(3o) r(»,) + T(*.)+... + T(*.)=-<ty^-((T(*)))-. . 

Concevons maintenant que , dans iea formules (a4) et (a5) , on pose 

(ai) ?(*} = s" 

n étant un nombre entier quelconque. Les premiers membres de ces formules se ré- 
f f duiront à la somme des n*” puissances des 'racines de l'équation (a); et, si l’on 
désigne par 

( 5 *) *.= *." + *.•+ +*-" 

la somme dont il s’agit , on trouvera 



(53) 



*.= L 



'(t) 



«*—)) ï(t) 



(34) 






K*’)) 



Ht) 



Le* équations (35) et (34) supposent i.* que la fonction 
(55) F'(s) , ou (36) 






conserve une valeur finie , pour toute» les valeurs finies réelles ou imaginaires de 1 ; 
a.* que le résidu de la fonction 



/ 
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(3;). 



F’| 


[t 


) 


/“ + ’F ^ 


r) 



.( 344 ) 

ou (58) 



? '(t) 



*(«•) 



*'** F (f) 



correspondant à une valeur nulle «le i , »e réduit à une confiante «lélerminéc. Ad- 
mettons d’ail leur* que la fraction _ , 



(®q) 



: t f (f) 
F (f) 



obtienne , pour uno valeur nulle de . s , une valeur finie a . La différence 

- t f '(t) 

a 

f (t) 

s’évanouira pour o , cl si l’on fait 

t f (t) 



t4<>) 

on tirera de l'équation (55) 
(4.) '.= £ 



(t) 



a == :/ , 



« r z p z . 

((--** )) + c ' ((-*)) ° ((*")) ’ 



put 



is , en remettant , au lieu do Z," sa valeur tirée de la formule (4o) , savoir 



(4®) 

on trouverj définitivement 
(43) » 



. F '(t) a 


1 F (t) rflr" 


rfl ( I ' F (T)J 


‘* f (t) ‘ 


/i d: 


ri: 



-■[‘■'(t)] ; 



ri: 



((-")) 



On arriverait au même résultat en remplaçant , dans la formule (34) • I* fonction 4 ( 1 ) 
par le produit a:" -1 . 
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Lorsque la fonction Z conserve une valeur finie pour z = o, alors , én dési- 
gnant par < une quantité infiniment petite , et ayant égard h l'équation (5«) de la 
page iC , on tire de la formule (45) 



(44) 



i. *.3... ( » - «"Ji 






Concevons encore que , dans la formule (ôo) , on pose ?(z) =r — . Le premier 

membre offrira la somme des racines do l’équation (a) , élevées chacune il la puissance 
du degré — n ; et , si l’on désigne par 

( 45 ) *-. = *.-* + *.-* + + 

la somme dont il s'agit , on trouvera « ' ’ . 



(46) 



F'(s) 



«*■))*(•> ’ 



ou , ce qui revient au même , 

(47) *_. = -£ 



rflF(z) 



dt ((«")) 



Ces dernières formules supposent, î.’que la fonction F'(z) conserve une valeur finie 
pour toutes les valeurs finies réelles nu imaginaires de la rariable z; a.* que la frac- 
tion 



(48) 



F'(z) 



z*F(z) 

‘ • • * ,1 . 

s'évanouit pour des valeurs infinies réelles ou imaginaires de la même variable. 

Lorsque la fonction 

(49) 



F'(r) _ dlF(z) 
F(z) dz 



conserve une valeur finie pour : = o; alors , en désignant par ■ une quantité in- 
finiment petite , et ayant égard à l'équation (3o) de la page 16 , on tire de la formule ( 47 ) 



(5°) 






d"l F(«) 



1 . a. 3... (n-i) di 



47 
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( 34G ) 

Pour rendre plus sensible l'utilité des formules que nous venons d’établir , nous allons 
les appliquer à quelques exemples. 

Supposons d'abord que F (a) se réduise à une fonction entière du degré m, et 
que l'on ait 

(Si) F(t) =*" + a. s"-*' -J- + u„_, a-+- a„ . 

a, , a,, ... a „_, , a m désignant des coefficients réels ou imaginaires. La constante repré- 
sentée par a , dans la formule (44) • ou la râleur que prendra la fraction 




pour s = o , se réduira évidemment au nombre m ; et l'on aura par suite 

(Su) s* F |-|-j = s” F = i -f a,z + a,i' + ... 4-n.s" . 

Donc , si l'on désigne par s. ta somme des n”** puissances des racines de l'équa- 
tion algébrique r 

(SS) i" -f-a.s™-' a, î"~’ -f- ... -f + o„ = o , 



on aura , en vertu de la formule (44) . 



( 54 ) 



i. 2.3... (n-i ) 



rf'l (i + a,« + a,« , +... + s— . t m ~' + a m i m ) 



En d’autres termes , la somme *„ sera le coefficient de t" dans le développement 
du produit 

(55) — n I ( i ri- H| s s* “4" • •• 4* o*» 2 ** ) • 



D’ailleurs , on trouvera généralement 

(56) 1 (i + «i s + S|*’ + ..« + «„*“) 

= a, s + a, *’ + ... + a.,*" — ^(a,* + a,*» + ... + a„î")* + j (a 4 i + e,» , + ... +a„c" )’ — ...' 

— - ■ ' (a, * + a,x* + ... + a„î m )* + etc... ; 
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( 647 ) 

el , si l'on désigne par p , q .... t, (V des nombres entiers inférieurs ii n , le coef- 
ficient de i’ dans le développement du produit 

(5;) ilÿl( a ,s4-«,î* + ...+<«-î'*) v 

sers la somme des expressions de la forme 



(58) 



(->)» i.a.3 ...IV 

N (i.a.3...p)(i.a.3...f)...(i.».3 v .<) fl «' 



qui correspondent à des valeurs do p , q , l propres b vérifier les deux conditions 
( 5 9) P + 1 + — +t = N . (6o) p + %q+... -f-tut=rn. 

Cela posé , on aura évidemment 



(60 



,. = nl\t ± 1 



e+v- 



i. a. 3... (p + q + ...+<) 



p + q + + t ( I. a.3... p) ( i.a. 3... q) ... ( 1 .0.3.../) 



d/a 7 ,... a m ' 



le signe x indiquant une somme de termes semblables à celui qui est renfermé entre 
les accolades, et devant s'étendre b tous les systèmes de valeurs de p,q .... t qui 
vérifient la condition (6o). L’équation (6i) était déjà connue. Si l'on y pose successive 
ment »=i , «=s , n 3 , etc... , on trouvera 

(6a) s, = — a,, «, = «,’ — ïo,, *j=r — a.’-j-îa.a, — 3n J# etc... 



Concevons maintenant que l'on demande la valeur de la somme 
(63) I + J-4- J_ + _L + J- +ctc... . 



n étant un nombre pair quelconque, il suffira évidemment de chercher la demi-somme 
des racines de l’équation 

» 

(64) sin *z — o . 



élevées chacune à la puissance du degré — n , en ayant soin toutefois d'exclure 
la racine i — o , ce que l'on fera en remplaçant l’équation (6/j) par la suivante 



( 65 ) 



ir 
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( *48 ) 

Cela posé, on aura, en vertu de la formule (5o) , 



i -I — - — t- ^ — I- — — l-ctc... 
' a" ' 3' ' 4” 



rf»|J 



<<■1 



1.1.3... (n-i) rfs" 
ou , co qui revient au même , 

(60) 



i. a.3... (n-i) 



rf«" 



> + pr + ^ + ^r + e»c... 



rf" 1- 



i. a.3... (n- i) di“ 



Kn d’autres termes , la somme dont on demande la valeur sera le coefficient de z " 
dans le développement du produit 



( 6 7) 



n . sio * 

*»I 



en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de s. Comme on aura d'ailleurs 

(68) l^ = l( I _^s. + _J_,t_ete...) 

= - J ’ * rrm î4+ ••) 4 (th 1 ' - 77^ î4+ ••)’ 4 (t^ - r^ixs i4+ - • )’- •* 

T(7^ s, -7777l‘ 4+ --)"- c,e "» 

on trouvera , par des raisonnements semblables à ceux dont nous avons fait usage pour 
établir la formule ( 6 1 ) , 



( e 9 ) 



1 + ^7 + »T + JT +«'«■•• = 



* B „, ! 1 I.i.s...^+Vfr + ...) f 1 Yf 1 w » V 

J ' * | ?+V+ r +— (i.».i...»)(i.J.î...vJ^.»J... r)..i \ 1.1. î J v 1.1.J.4.J/ V. I.J.3.4.5.6.;/ 

le signe - indiquant une somme de termes semblables il celui qui est renfermé 
entre les accolades , et devant s’étendre b tous les systèmes de valeurs entières , nulle* ou 
positives, de p, <j , r... , qui vérifient la condition 



( 70 ) 



2p4-47-f.6r + ...=n, 
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( 349 ) 

Si l'on pose successivement n = a,n = 4« n = 6... , on tirera de la formulé (6g) 



(7«) 



1 + — + — + etc.... = — = ~ — — - . 

. 4 9 6 6 i.a 

1 . 1 • i 2 l it* 

1 + F + F + e,C “" ~ F = 3° 7X51" 

r® 



1 ■*" 4 1 ■*" 9 > - ^ 0tC <>45 4a i.a.5.4.5.6 ’ 

\ etc 

Dans ces dernières équations, — , -^-,etc..., sont ce qu’on appelle les nom- 

O 00 43 

lires de Bernoulli. Si l'on désigne par A* , A; , As , etc. ... ces mêmes nombres , 
la valeur de A„ , déduite des calculs qui précèdent , se présentera sous la forme 
que M. Libri lui a donnée, savoir. 



(7*) 



rf» 1- 



A„ = — — • 



dt" 



r " [i.s.5...») i | ■ i p + 1 +r+...) / ■ y / 1 y/ ■ y j 

s* * I P+7+r+... (i.».î../»)(r.j. 3 ..v)(i.a. 3 ..r)... V 1.1.5/ s 1.1.54. 5/ V 1 -»- 5 .é .5 6.7 / ) 

Concevons eneve que l’on demande la somme des racines do l'équation 

(;5) tanga = a , 

élevées chacune h la puissance, du degré — n, en ayant soin toutefois d’exclure la 
racine a = o . Comme , pour opérer cette exclusion , il suffira de remplacer l'équation 
(y3) par la suivante 



(74) 



sim - a cosr 



il est clair qu'on devra chercher la valeur de i_„ que détermine la formule (5o) , 
lorsqu'on pose dans cotte formule 



F(=) = 



sms-acost 



•s*: 



On trouvera ainsi , pour la valeur du la somme demandée, 




•Qi&iti zed by. Cuogle 



( âSo ) 



</»I 



lin i-tcosi 



( 7 ®) 






1. a. 3 ... (n - 1) 



di * 



En d’autres termes, cette somme sera le coefficient de 2 " dans le développement du 
produit 



( 7 6 ) 

On aura d'ailleurs 

( 77 ) 



et par suite 

(78 



— n 1 



sin 2 - 1 cos z 



Z COS 2 / 


1 


■ \. 




1 ' 


1 




î* “V 


1 . a 


1 . 3.3 ) 


H 


{ 1 . ».3-4 


■ . 3 . 3 . 4 ■ 3 


) 


1 


1 


ü. . i 




*4 


— etc. . . , 




= 3 


5 1 . 


3.3 T 7 


1 . 


a. 3. 4 . 5 




tint - z coj z 


». 


(i)- s l 


' 1 


r* 


I >« 


. 4_ 


7î 


i5 


1 . a. 3 


7 i. a. 3.4-5 


i 






_ll 


fl 


*' 


1 








T ' 


U 


isa. 3 


y 1 . a. 3. 4*5 


■ 






si 


fl 


1 1 


1 *4 


4- . 






3 1 


[5 


1.3.3 


7 1 . à. 3 . 4 . S 


T • 



-4- etc. . . . 



— etc. . . ; 



puis l’on en conclura , par des raisonnements pareils à ceux dont nous avons fait usage 
pour établir la formule (61) , 



( 79 ) 



*_.= 



I 3 I.a. 3 ...(p+q + r..) 


f> 1 




7 


f * ) 


" ' ) />+y + r.. (i-s..p)(i. 3 ..y)(i.s..r).. 


(S 1 . 3.3 j 


l 7 ». 3.34.5 


Ig 1.3.3.4.5.07/ 



le signe 1 indiquant une somme de termes semblables è celui qui est renfermé entre 
Jcs accolades, et relatifs au* divers systèmes de valeurs entières, nulle» ou positives, de 
p , q , qui vérifient la condition 



(80) 



+ 



Si, pour fixer les idées , on prend successivement n = s, n — 4 . n — ®» e,c "’» 

on tirera de l’équation (79) 
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( 35 * ) 



( 8 i) -, '-4--5TJ. *-«— 3 T- 5 T- • 



s_« = 



»7 

3 *. 54.7*. 11 



, elc. ... , 



ou , ce qui rerient an même , 



( 8 a) #_, = y, s_ 4 =-^ 



1.1- 



7 8;5 * 



»_i = 



3 ? 

3o3i8 ? 5 



etc. . . . 



D’ailleurs, nous avons reconnu [çage 5 oo] que les racines de l’équation (; 3 ) sont toutes 
réelles , mais deux à deux égales et de signes contraires. Doue , si l’on désigne par 
a, P les racines positives de cette équation, les racines négatives seront repré- 



sentées par 


— a, — p, — 7,... et l’on aura généralement 




( 83 ) 


=*|-?T + -pTT + 7T+-”j 


' P 


en sorte que les équations (8a) se réduiront aux suivantes 






( i + = 


1 

10 p 




«4 + (54 + 7 * + 


1 

35 T' 


(»4) j 


1 , 1 1 


1 


««+ p«+ 


7875 ’ 






37 




^ p" ^ y* ' 


(iofiâj 5 o 



etc. 



Si l’on voulait tirer directement des formules ( 84 ) les valeurs de a, p, il 

suffirait d’observer que , pour des valeurs croissantes de n , le rapport 



s n — a 

converge vers la limite «*, le rapport 




vers la limite p*. etc... On en conclurait que la racine * coïncide avec la limite 
vers laquelle convergent les termes de la série 
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(85) 



( 35* ) ' 

^ 55 = 5 , 9 ..., = 4 . 7 -" » 




("est effectivement ce qui arrive , et l’on doit même observer que le troisième terme de 
fa série (85) fournit déjà une valeur très-approchée de la racine «. dont la valeur 
exacte, calculée avec sept décimales, est 4 .4y54 > 1 8 . . . [voyes la page 299]. On ob- 
tiendrait avec'la même facilité les valeurs approchées de p , 

Supposons enfin que , la lettre a désignant une quantité réelle , on demande la somme 
il laquelle on parviendrait en ajoutant les racines de l’équation 

(86) tanga = «s , 



élevées chacune à la puissance du degré — » , et en excluant toujours la racine s = o. 
Il suffira évidemment de remplacer l'équation (86) par la suivante 



(87) 

et de chercher la valeur de 
celte formule 

( 88 ) 



sms - a scoss 
=0 , 

t 

s_„ que détermine la formule (5o) , lorsqu’on pose dans 
sin: - as cos: 



On trouvera ainsi , pour lu valeur de la somme demandée , 

d"l 

(89) *-«= 



* i.a.5. .. (n-i) «O* 

En d’autres termes, cette somme sera le coefficient de *« dans le développement du 
produit 



(9°) 

On aura d’ailleurs 



— n I 



MIU'Ils' CO* S 



sin*-a*coss / 


1 


„JLW‘+( 1 


• “ ) 


(90 2 . 1 \ 


1 . 3.5 


..»/ i.a.3.4.5 


..*. 34 / 



et par suite 
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( 9 *) 



sin: - a: coss 



( 355 ) 








( 3d - 1 r* 


5/i - 1 


*4 


1 


' j 3(/i- 1) 1.3 


5(a-i) 


I. 3.5.4 


“r • 


1 j 3 a - 1 t * 


5/i- 1 


Z 4 


+ 


1 | 3(a - 1 ) 1.3 


5(a-i) 


1 . 3 . 3.4 


i ( 3<i-i x* 


5 a - 1 


2 4 


_L 


3 j 3 (a -s) i.a 


5(«-«) 


1.3.3 4 





— elc. 



puis l’on on conclura 

(93) 



«2 ! 

0+Î + M-... 



»•» +7 +r..O 



«_„ = 
’ 3 a- î 



/ 3a-i î yy Sa- 1 î \n f -a-i i N'' 
V 3 (rt - 1) i.i/ \ 3(a-l) 1. 1.3.4/ i.i. 3.4. 5.6/ 



le signe 2 indiquant une somme de termes semblables h celui qui est renfermé entra 
les accolades, et relatifs aux divers systèmes de valeurs entières, nulles ou positives , de 
p , q , r . .. , qui vérifient l’équation 



( 80 ) 



»/>-f-4<7 + G r + ” > = n . 



Si , pour fixer les idées , on prend successivement n = a , n = 4 . n = 6 , etc. 
on tirera do l’équation ( 90 ) 



S-.: 



(94) 



5a - 1 

5(7tt7' 



*-«=- 



3 a - 1 



5a- 






3a- 1 



.4 | 3 (a - 1) 



3 (a- 1) j 6 5 {a - 1) ’ 
3 a-l 5 a-i , 1 711-1 



16 3 («-i) 5 (a-i) iao 7(«-i) * 



etc.... 



D’ailleurs, nous avons reconnu [page ôot] que les racines de l’équation ( 8 C) sont toutes 
réelles, mais deux à deux égales et de signes contraires , lorsque la constante a est 
négative, ou bien positive, mais supérieure il l’unité. Donc alors, s'i l’on désigne par 
x, p , y... les racines positives de celte équation, les racines négatives seront repré- 
sentées par — a , — p , — 7 ,... et les formules ( 94 ) donneront 



.1. JL 4_ _L 4_ — 1 3a- 1 

T a 3(a-i) ’ 



(95) 



.1 * 1 ’ /. 



3 a- 1 



1 



4 | 3 (a-.) 



5 «- 1 



» ■ 1 J 1 — 1 \**zl 3 

,«-t- pé-T- v <r + - — g |T(a-i) 



etc. 



ta 5 (a — 1 ) ’ y 

1 5 a - 1 5 n- 1 1 7a-! 

3 a S(a-i) 5 (a-i) ‘ 3^0 7(0- 1) ’ 

7 "*.*• 
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( 344 J 

Si l'on supposait en particulier a — 4 , ii 3 , 7 • • * seraient les racines positives de 
l'équation 

( 9 6) tanga = *c, 

et l'on tirerait des formules (q5) 



I — 



(07) 



'+b + y. + - 



L_L._ 4 ._ 4 . 

«4 “ 84 T «4^ 



\ 



_4 1 _ _ 4 . , 

„« ~ ^6 — ^6 — 

etc 



5 

' — TT* 

_ 49 

9° ’ 

i56ig 



3oa4° * 



Si la constante a était positive, mais inférieure b l'unité, alors l'équation (86) ad- 
mettrait deux racines imaginaires de la forme 

(98) *= ct/rr , *= — KÿTI , 

la quantité réelle t étant déterminée par la formule 



(99) 









a ; 



et l'on trouverait , en désignant toujours par «, p, y... les racines réelles et positive» 
de la proposée , 



f-L + L+±. +m ... 

T 7< T — 



( 100 ) 



1 3a - 1 



S» ~ a 3(a- 1 ) ’ 



^ + p 4+^ + "'+ç1 = -4 



111 i_ 41 

i ■ cs~r “P •“ r 6 B 



3a - 1 J* 1 5a - 1 

3(a-i) ) 1 a 5{a-i) ’ 

1 5a-i 5a-t 



f " r P ,+ 1 , + '" Ü B 8 j 3(a-i) j 3a 3(a-i) 5(a-i) ^ 343 7 («-i) ' 
\ etc 

Si a était renfermé entre les limites 1 et , la première des formules ( 100 ) 
aurait pour second membre une quantité négative, et l’on tirerait de cette formule 



t 7«-l 



bigitizeid IpyÇoogle 



( 555 ) 



(.o.) . 

On obtiendrait ainsi une limite supérieure du la quantité ; , que l’on peut , au reste , 
déduire facilement de l'équaliou (gg) , attendu que le premier membre de cette équa- 
tion décroit sans cesse , en passant de l’unité à zéro, tandis que l'on fait varier Ç de- 
puis Ç = o, jusqu'il C = oc . 

Les formules (G) , (7) , (8) et (g) , dont les calculs que nous venons de faire indi- 
quent suffisamment les nombreuses applications , supposent que la suite 

(l) *» » b , t • , — n. 

I 

renferme toutes les racines de l’équation (1) , ou du moins toutes celles dans lesquelles 
la partie réelle demeure comprise entre les limites x c , X , et le coefficient do j/TT 
entre les limites y,, Y. Si l'on désignait, au contraire , par s,, r,... t î„ , les ra- 
cines que l’on peut déduire de la formulo 



(10s) 



- — « + v t/~ , 



en prenant pour u ,t> deux fondions réelles données des variables x , y , et attri- 
buant à ces variables des valeurs respectivement comprises entre les limites as = x„ , 
xz=X , y=y„ , y — Y ; alors , en adoptant les notations que nous avons 
déjà employées [pages aoG et suivantes] , on obtiendrait, h la place des équations (6) et 
(7), d’autres équations du même genre, mais dont les seconds membres seraient des 
résidus exprimés h l’aide des notations dont il s’agit. On trouverait effectivement 



(■°5) 

et 

(.04) 



ÿ(*.) 4-ï( î «) 4- — +?(*-) = 



*=*<» /= y* 



T (*0+t (*»).+••? + ?(*») 



V r T (Q.r(«M(»)F(s) 
« r «» 



[-=«4-0^1* 

,[;=u+v^n]. 



la fonction $(ï) étant toujours assujétie à la seule condition de conserver une valeur 

finie , tandis que la variable * recevrait une des valeurs , : x m . De même, 

si les racines de l’équation (1), désignées par étaient précisément celles 

que l’on peut déduire de la formule 

l loS ) * = r(cosp -f v/Tsinp) , 
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• • • 



( 356 ) 

en attribuant aux variables r et p des valeurs respectivement comprises entre les 
quantités positives r = r, , r — lï , et les quantités positives ou négatives p — p„, 
p = P ; on aurait 

r =71 p = P 

106) y (*.) + ? (*.)+••• + ?( r ") == <C 

r = r. p =/»* 



[* = ^(cosp+ yCTsinp)], 



ou, plus simplement, on faisant usage de la notation établie page 207 , 

(«) ( P ) 



X* 



?(0H0 - 
«*(*))) ’ 



(■07) ?(*.) + ?(*>) 4- ••• + y(*~) — o 

' (r.) (r.) 

et l’on trouverait encore 

(.08) ,( !l ) + ,W + ...+tW= l V J 

(r.) (p.) U 1 “ 



Ainsi , par exemple, si la suite , ; 

module est inférieur à l’unité , on aura 

<0 r M 

(109) r(*t) +f (*>).+••• + f(«>)= <-* 



(») (-») 
et 



(110) 






(0 («0 

= L 



(O) (-*) 



renferme seulement les racines dont le 



!(F(0)) ’ 



Ÿ (.-).F’(r)-^(r)F(r) 

((*•’«)) 



Lorsque la fonction 



(8) t(*)F'(*) . - ou ( 9 ) ? (*) F'(ï) — + (a) F (1) 

conserve une valeur finie pour toutes les valeurs finies réelles ou imaginaires de : , 
ou du moins pour celles dont le module est inférieur & l’unité, alors les formules (107) 
et (108), ou (109) et (1 10) , peuvent être remplacées par d’autres , dans lesquelles les 
doubles parenthèses reuferment les deux termes de chacune des fractions 



tMr'M t(»)r'(0-;(0F(*) 

' W) ’ F(î) 

Par conséquent, dans cette hypothèse , les équations (109) et (110) peuvent s’écrire 
comme il suit : 
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\ 



( 3S 7 ) 



(*•») 



(*) 

?(*•) + ?(*«) + ••• + ?(**■) — 

( 0 ) 




(lia) ï(î.) + f(s.) + •■■ +?(*«) : 



(«) 

» l 

(«) (-*) 



((' 



f(*)»'W-+WFW 

V(T) 



))• 



On a tu dans cet article combien il est facile de calculer, & l’aide du signe £ , la 

somme des fonctions semblable* jle plusieurs racines. d’une équation algébrique ou trans- 
cendante. Cette somme étant une fois exprimée en résidus , on peut aisément transfor- 
mer son expression en intégrales définies, ou la développer en série. En effet , pour y 
parvenir, il suffit, dans un grand nombre do cas, de combiner les formules qui pré- 
cèdent avec les équations que nous avons précédemment obtenues [ voyez les deux articles 
^ qui s'étendent de la page q 5 h la page 1 1 3 , et de la page aoô & la page 202], ou de dé- 
velopper en séries convergentes les fonctions renfermées sous le signe £ . Ainsi , par 



exemple, en combinant la formule (ut) avec la formule (GS) de la page ai 5 , ou 
trouvera 



(n 3 ) ,(»,) + »(*.) + 



rj: 






dp. 



L’équation (1 1 3 ) suppose, 1.* que la suite z t , z m , renferme seulement celles 

des racines do l’équation (2) , dont le module est compris entre les limites o, 1; 2.* que 

le produit y (z)F’(î) conserve une valeur finie pour les valeurs finies réelles ou ima- 
ginaires do z , ou du moins pour celles dont le module est inférieur à l’unité. 

Les formules analogues h l’équation (n 3 ), et celles que l’on déduit des équations 
( 6 ) , (y) , ( 8 ) , etc. , par le développement des fonctions en séries , méritent d’être re- 
marquées , et nous fourniront le sujet de quelques nouveaux articles. 
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